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“线性 代数 ”“ 概 率 统计 ”是 高 等 工科 院 校 普遍 开设 的 两 门 重要 基础 
理论 课 , 也 是 工学 、 经 济 学 专业 硕士 研究 生 入 学 考试 中 的 必 考 课程 . 这 两 
门 谋 程 具有 学 时 少 、 内 容 多 、 理 论 性 强 、 难 度 大 、 解 题 技 巧 灵 活 等 特点 ， 也 
是 衡量 学 生 数 学 水 平 的 重要 标志 . 学 好 这 两 门 课程 ， 能 使 学 生 的 逻辑 思维 
和 推理 能 力 符 到 训练 ,分 析 和 解决 问题 的 能 力 得 到 提高 ， 解 题 技巧 和 计算 
水 平 得 到 加 强 , 并 掌握 处 理 离散 量 和 随机 量 的 基本 方法 ,为 后 续 课 程 的 学 
习 丙 定 扎实 的 数学 基础 . 

作为 长 期 从 事 线性 代数 、 概 率 统计 课程 教学 的 教师 ， 在 教学 过 程 中 ， 
我 们 一 直 在 思考 和 探索 如 何 面 对 浩如烟海 的 各 种 习题 、 各 种 抽象 的 定义 等 
问题 , 能 给 学 生 一 种 数学 思维 训练 方法 、 一 种 启迪 、 一 种 解 题 思路 , 使 他 
们 能 做 到 主动 学 习 ， 并 能 掌握 住所 学 基本 概念 、 基 本 原理 和 人 解 题 方法 的 内 
涵 与 精髓， 从 而 在 各 类 考试 中 得 心 应 手 、 应 对 自如 

为 了 实现 这 个 目标 , 我们 在 多 年 教学 研究 和 总 结 的 基础 上 ,把 教学 重 
点 和 学 生 在 学 习 中 所 遇 到 的 难点 问题 归纳 成 一 些 专题 , 对 其 解决 的 方法 已 
路 和 人 解 题 步骤 进行 归纳 总 结 ， 并 深刻 解析 所 涉及 的 概念 和 理论 , 借以 灌 清 
学 生 的 模糊 认识 ,排除 思维 障碍 ， 加 深 对 基本 概念 、 定 理 的 理解 及 解 题 方 
法 的 正确 把 握 ， 达 到 培养 数学 思维 ， 提 高 分 析 问题 、 解 决 问题 和 计算 能 力 
的 目的 , 为 此 我 们 编写 了 本 书 , 希望 能 起 到 抛砖引玉 的 作用 . 

本 书 共 分 两 个 部 分 : 线性 代数 部 分 , 概率 统计 部 分 . ВЛИЯЯ 
程 中 的 主要 问题 与 难点 问题 作为 专题 进行 讨论 , 每 个 专题 分 两 个 部 分 . 

(1) 解 题 方法 : 对 本 专题 所 涉及 的 基本 概念 、 基 本 理论 、 主 要 解 题 广 
法 和 步骤 加 以 归纳 和 总 结 , 使 读者 能 对 本 部 分 专题 的 解决 有 个 系统 的 了 解 
和 掌握 . 
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(2) 典型 题解 析 : 本 部 分 精 选 了 线性 代数 、 概 率 统 计 中 具有 代表 性 的 
部 分 典型 例题 , 通过 对 典型 例题 的 解析 , 使 读者 掌握 解决 此 类 问题 的 方法 
和 技巧 ,以 达到 举一反三 、 融 会 贯通 的 目的 . 

本 书 在 编写 过 程 中 , 辽宁 工业 大 学 佟 绍 成 教授 、 李 树 有 教授 、 王 贺 元 
教授 提出 了 许多 好 的 建议 , 并 做 了 大 量 的 工作 ; 同时 ,辽宁 工业 大 学 理学 
院 的 领导 和 工程 数学 教研 室 的 同仁 也 给 予 了 大 力 支 持 与 帮助 . 说 在 此 一 并 
表示 夏 心 的 感谢 . 另外， 还 要 感谢 辽宁 工业 大 学 教材 出 版 基金 对 本 书 的 资 
助 . 
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1 行列 吉方 行列 式 的 计算 方法 


第 一 部 万 ”线性 代 党 


工行 列 式 与 方 阵 行列 式 的 计算 方法 


1.1 解 题 万 法 


行列 式 是 线性 代数 中 的 重要 工具 , 在 求解 线性 方程 组 、 求 逆 和 矩阵 、 判 别 向 量 组 的 线性 
相关 性 、 求 矩阵 的 特征 值 、 判 别 二 次 型 的 正定 性 等 方面 都 有 重要 应 用 . 计算 行列 式 , 最 重要 
的 就 是 仔细 观察 其 结构 特点 , 再 选择 适当 的 方法 来 计算 ,就 是 要 做 到 “一 看 二 想 三 做 ”. 通 
常 采 用 的 方法 有 : | 

(1) 对 于 二 阶 与 三 阶 行列 式 ,可 以 用 对 角 线 法 则 ; 

(2) 对 于 特殊 的 行列 式 , 可 利用 行列 式 的 定义 去 求 ; 

(3) 利用 行列 式 的 性 质 将 行列 式 化 为 三 角形 行列 式 去 计算 ; 

(4) 利用 行列 式 按 行 ( 列 ) 展开 法 则 计算 行列 式 ( 即 降 阶 ) ; 

(5) 利用 数学 归纳 法 计算 n 阶 行 列 式 ; 

(6) 利用 范 德 蒙 行列 式 的 结论 计算 特殊 的 行列 式 . 

对 于 方 阵 的 行列 式 的 计算 , 常常 需要 利用 到 和 矩阵 的 运算 性 质 以 及 方 阵 行列 式 的 性 质 与 


相关 结论 ， 如 : |АТ| = [А[, |АА| = л" |А|, |АВ|= |А||В|, la-!|= |A| 7, 14*|= 
1A1” 等 . 
1.2 典型 题解 析 
3 0 4 0 
[йл] 设 D=|， Ü Ó |， 则 第 四 行 各 元 素 余子 式 之 和 的 什 为 | 


5 3 -2 2 
分 析 本题 是 求 第 四 行 各 元 素 余子 式 之 和 , 而 不 是 求 第 四 行 各 元 素 的 代数 余子 式 之 
和 , 这 是 有 差别 的 . 一 种 方法 是 直接 计算 , 分 别 算出 四 个 余子 式 , ВОКА; 男 一 种 方法 是 将 
其 转化 为 代数 余子 式 , 并 道 向 应 用 行列 式 展 开 定 理 将 其 归结 为 一 个 四 阶 行 列 式 , 再 采用 “ 先 
化 简 , 后 降 阶 ”的 方法 进行 计算 . 本题 显然 利用 后 一 种 方法 比较 简单 


线性 代数 和 概率 统计 思维 训练 与 解 题 方法 


2 
3 0 4 O| 
8: x 2 2 РЕ 
先 将 D 的 第 四 行 元 素 换 成 -1, 1，-1, 1, 得 | 。 _， о |, 则 新 行列 式 的 第 四 
– 1 l -1 1 
行 元 素 的 余子 式 和 原 行列 式 第 四 行 元 素 的 余子 式 是 相同 的 ， 于 是 
МА +M, + Мз +Mu = -44 +Ар 一 443 + Аш 
0 4 0 
3 4 3 4 
2 2 22 s. 
е =(-7)х(-1)##| 2 2 2|=-7х| 0 0 
0 -7 0 0 
一 -1 1 -1 -1 1 
– 1 1 -1 1 
3 4 
=7 х4х( -1)2*? х А = -28xl= -2 
解 ”应 填 -28. 
1 l 1L 1 
、 а З 5 
[#112] 设 D= |, o 16 25|, 则 844 +2744 +6444 +125A = 
t Шын тыбы | 


分 析 本题 是 逆向 应 用 行列 式 按 行 展开 定理 及 范 德 蒙 行列 式 的 结论 计算 的 题 型 . 
е. МЫН 1 


2 3 4 3 

8А, + 27А, + 64А. + 125А,4 = 4 9 16 25 

8 27 64 125 
=(5-2)х(5-3)х(5-4)х(4-2)х(4-3)х(3-2)=3х2х1х2х1х]1 =12. 


f ЛЯ 12. 
х-2 х-1 x-2 х-3 
= 2х-2 2х-1 2x-2 2х-3 
【 例 1-3】 记 行 列 式 эру "ыы Дин W.A 为 fx)， 则 方程 fx) =0 的 根 的 
4x 4х-3 5х-7 4x-3 
个 数 为 . 
(А) 1 (В) 2 (С) ә (р) 4 
分 析 本题 应 首先 将 行列 式 计 算出 来 , 由 此 便 可 得 知 方程 fx) =0 的 次 数 ,进而 可 确 
定 根 的 个 数 . 利用 行列 式 的 性 质 , 把 行列 式 的 第 一 列 的 -1 倍 依次 加 到 第 二 、 第 三 、 第 四 列 
上 ,得 


i 0 -1 x-2 1 0 0 
2x-2 1 0 _1 2x-2 1 0 0 


ы ОЧАТА уо ыы -1 
4х -3 x-7 -3 4x -3 x-7 -6 
x-2 1||х-2 -1 


| = —x( -5х+5) =5x(x-1). 


2x-2 1||х-7 -6 
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3 a 
显然 , f(x) =0 的 根 的 个 数 为 2, 故 应 选 (B) . 
解 应 选 (B) . 
注 本 题 利 用 了 结论 i O А. уза Сан 
< + = = A 
& =R kÉ С. В,,, О В,,, | ваа Ж! 
a 0 0 b, 
N 0 a, b 0 
[Ф| 1-4] 四 阶 行列 式 的 值 等 于 
0 b, а; 0 
b 0 0 a 
(A) a, a, as a4 - b, b, bs ba (B) a, a, аза + b, b, bs ba 
(C) (а а, -bi Ь,) (аза, - b; bi) (D) (a, а; -b, Ь,) (а а, -bi b, ) 
分 析 ”本题 可 直接 按 第 一 行 展开 . 
а, b 0 0 а, b, 
a, G, Do 
原 式 =a, Р; аз 0 _ b, 0 Р; аз = а ад _ b, bs 
by а; b, а; 
0 0 a b 0 0 


= (а; a3-b, Ьу) (аја -bi ba). 
男 法 : 大 从 解 题 技 巧 来 分 析 , 为 了 迅速 找 出 答案 , n b, =0, Wi 


a 0 0 b, 
0 a, b, 0 а, b, ; 
0 b a 0 =й, b. а a, =a, а, (а, as - b, bs). 
0 0 0 a, 
对 比 四 个 答案 在 b, =0 的 情形 , 只 有 (D) 成 立 , 所 以 应 选 (D). 
解 应 选 (D). 
x -1 ] _1 
ы x х—1 l _1 
[11-5] 计算 行列 式 : D = 
x -1 x+l -1 


x -] ] х-1 | 

分 析 “本 题 是 计算 含 字母 型 行列 式 的 题 型 . 一 般 的 计算 方法 就 是 先 化 简 再 降 阶 ,或 化 
为 特殊 型 行列 式 . 由 于 本 题 中 各 行 的 四 个 元 素 的 和 均 为 x, 故 可 将 后 三 列 加 到 第 一 列 上 , 8 
化 为 上 三 角 行 列 式 . 
X 一 | ] — 1 1 
x х-1 1 — 1 l x-1 1 — 1 
X -1 x+l -l 1 
x 一 1 X 一] ] 


с, сэ с = 
о 

о =< о 一 
о 
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l-a a 0 0 0 
-1 1-а 0 0 
【 例 16】 五 阶 行列 式 D; =| 0 -1 1-а 0 |= 
0 0 -1 1-а а 
0 0 0 -1 1-а 


分 析 根据 本 题 行 列 式 的 特殊 结构 , 按 第 一 行 展开 , 得 如 下 递 推 关系 式 : 
Р; =(1-а)р, +aD, = (1 -a)[ (1 -а)р, + aD, | + aD, 
=[(1-a) +а]р, +a(1 -a)D, 
=(1-a+a2)[(1-a)D,+a(1-a)] +a(1 -a)D, 
=(1-а+а?)[ (1-а) (1 -а+а?) +а(1-а)] +а(1-а)(1 -ажа?) 
=1-а+а? -0 +а‘-а?. 
Ж. КТ аваг =Q ва =. 


а. 
[011-7] Зп {ТЖ р, = | “ 


ш =з 
分 析 “本 题 是 一 个 非常 有 用 的 行列 式 , 计算 的 方法 是 : 利用 各 行 的 元 素 之 和 相同 ， 提 
取 公 因 式 ,然后 将 其 化 为 三 角 行 列 式 , 
解 将 后 n -1 列 加 到 第 一 列 上 , 并 提取 公 因子 , 再 将 第 一 行 的 ( -1) 倍 加 到 后 n-1 行 


上 去 , 得 
х+(п-1)а а … а 1 
х+(п-1)а x … а 1 £ = й 
р, = | | ‚|=[х+(п-1)а] 
х+(п-1)а а … x |1 а + x 
1 а "= @ 
=[х+(п-1)а] кле г. =(x=4)#““llx+ (п -=1)a]. 
x-a 
a 1 


【 例 1-8】 计算 n 阶 行列 式 D, = ‚ 其 中 , 对 角 线 上 的 元 素 都 是 a, 未 写 出 的 


] a 
元 素 都 是 0. | 

分 析 本题 的 计算 方法 比较 多 . 由 于 将 行列 式 去 掉 一 行 一 列 后 就 得 到 了 特殊 的 行列 
式 , 故 可 考虑 按 第 一 行 或 第 一 列 展开 ; 考虑 到 行列 式 的 第 n 列 加 到 第 1 列 后 可 将 其 化 为 三 
角 行列 式 , 故 也 可 利用 性 质 将 其 化 为 特殊 的 行列 式 ; 再 有 就 是 将 行列 式 的 第 2 行 与 第 n 行 
互 换 , 然后 将 第 2 列 与 第 n 列 互 换 , 则 行列 式 变 为 特殊 的 行列 式 , 故 也 可 利用 性 质 将 行列 
式 变 形 . 

解 方法 一 ; 按 第 1 行 展 开 , 得 


1 行列 式 与 方 阵 行列 式 的 计算 方法 
ПАНАВАЛА A i J | 


+ ( „ту 


al ° 
п-1 1 0 


= а" + ( = үзө а вай? -1), 


方法 二 : 将 第 n 列 加 到 第 1 列 , 再 将 第 n 行 减 去 第 1 行 , 得 


п-1 


а+1 1 
а+1 1 а 
В, = = а, =a" (a: 1). 
1 +а а а 
а-1 
方法 三 : 将 第 2 行 与 第 n 行 互 换 , 再 将 第 2 列 与 第 n 列 互 换 , 得 
a 0 1 
a 1 
1 0 а 
1 a 
a a 1 
Da = a = 
1 а 
G|, -2 
a 
a 
0 a 0 


= 42 1). 
【 例 1-9】 о, а, оз у 3 维 列 向 量 , 记 和 矩阵 
А = (а, а, as), B=(a +a, +as，al +20, +4as, ал +3a +9as ) ， 
如 果 |4| =1, 则 |3I= 
分 析 ”由 题 设 可 知 , 矩阵 В 的 列 向 量 可 由 和 矩阵 4 的 列 向 量 线性 表示 , 将 此 表示 式 转换 
为 矩阵 等 式 ， 再 由 和 矩阵 行列 式 的 性 质 即 可 求 出 | 至 |. 因为 
В = (а +e, +аз, а +2a +4аз, а +3a +аз) 
1.1 1] 
СІ 2 3 


° 


l 4 9 


所 以 
l 
l 
l 


В| = |А| =1х(3-1) x(3-2) x(2-1) =2. 


1] 
2 Э 
4 9 
解 应 填 2. 
Ж ”线性 代数 中 , 要 注意 三 种 语言 , 即 方程 (组 ) 语言 、 和 矩阵 语言 和 几何 (М) 语言 
的 相互 转换 , 这 对 于 求解 线性 代数 问题 至 关 重要 . 本 题 为 向 量 语言 转换 为 矩阵 语言 . 


另外 , 本题 也 可 利用 行列 式 的 性 质 进行 恒 等 变 形 来 计算 . 
【 例 1-10】 若 4, B 是 两 个 三 阶 和 矩阵 , B |A|= -1, |В|=2, 则 |2(4 五 -) | = 


_ БОШ, E 是 单位 矩阵 , 则 |B| = 


线性 代数 和 概率 统计 思维 训练 与 解 题 方法 


分 析 本题 属 于 计算 方 阵 的 行列 式 的 题 型 , 考查 方 阵 的 行列 式 的 性 质 . 
aA b s | = 23 |&* B-! |2 = 23 Я АТ |2 š ІВ! |“ 
1 


=23 „|А |2 • 
|А | FE 


1 
=23 x ( -1) х2 = 2. 


f ”应 填 2. 
【 例 1-11】 设 4, B Ып ЯЕ, |А|=2, |B| = -3, 则 |24* В| =. 
分 析 ”本 题 属于 计算 方 阵 的 行列 式 的 题 型 , 需要 利用 结论 |4* | = |41"-! 及 
el PE 
ІВ | 
|24* В! | =2" |А * | - 18. [=2" + |А |". 


22п -1 


解 应 填 -< 


[#11-12] РР 阶 非 零 矩阵 ，|4 | 为 4 的 行列 式 , A 为 ay 的 代数 余子 式 ， 
фа; +A; =0 (i, j=1,2,3), 则 |4| = 
分 析 本 题 属于 计算 方 阵 的 行列 式 的 题 型 ,由 于 题 设 中 与 代数 余子 式 有 关 ，, 故 联想 到 
伴随 矩阵 A“. 由 条 件 a; +A; =0 (i j=1, 2,3), 得 ai = -Aij(i, j=1, 2, 3)。 于 是 有 
А = (а;) = ( -А;) = _ (A;;) =-(A*)!, 
其 中 , 4 "为 4 的 伴随 矩阵 . 所 以 
|А|=|-(А*)Т|=(-1)%](А*)Т[=-|А* [= – [А |22 |A|. [1 +|A|] =0. 
从 而 
|A|=0 2 |A| = - 
若 |4| =0, 则 由 |4|=ai Ад +2, А5 +as As = а _ a+ - aš, =0 得 
аа = 05 mas = 0: -(ї=1,2,38), 
ША =O, 这 与 4z0 的 条 件 相 矛盾 . 故 只 有 |4 | = -1. 
解 应 填 -1. 
注 把 行列 式 、 代 数 余子 式 及 行列 式 的 具体 元 素 联系 起 来 的 公式 只 有 行列 式 按 行 
( 列 ) 展开 定理 , 提请 读者 注意 . 
2 1 0 
1 2 O|, 
0 0 1 


【 例 1-13】 设 和 矩阵 4 = 矩阵 至 满足 4B4* =2BA ` +E, 其 中 A* 为 4 的 伴 


分 析 利用 44 ”=4-” А = |A|E 化 简 所 给 等 式 即 可 在 所 给 等 式 两 边 同 时 右 乘 4 得 
АВА * A =2BA* А + ЕА, 
Вр 
|А [АВ =2 |А |В +A. 
由 于 |4 =3, 所 以 上 式 可 以 写成 
(ЗА -6E)B=A. 
于 是 


1 ”行列 式 与 方 阵 行列 式 的 计算 方法 


ЗА -6Е|. |В|=|А|, 
从 而 


【 例 1-14】 设 4 为 3 ЕБЕ, А1 =, 3R|(2A) -1 -54* | 


分 析 “本题 属 于 计算 方 阵 的 行列 式 的 题 型 , 由 于 题 中 给 出 的 是 一 个 矩阵 的 表达 式 ,， 故 
应 首先 考虑 化 简 矩 阵 , 再 取 行列 式 , 可 使 计算 变 得 简单 . 


解 因为 |4|= 二 #0, МА 可逆, 于 是 , 由 


А* = АА! = 24-128 (24) -1 = 二 A 
得 
(24) -1 -5A* =--А-!-5А-! = -24-1， 
两 端 取 行列 式 得 | 
(24) -' -5А* |=|-24- |=(-2) 4- |1=(-2) 14|”= -16. 
【 例 1-15】 已 知 3 ИЖА 的 特征 值 为 1, 2, 3, 6 А? -54 +7A |. 
分 析 本题 条 件 中 涉及 到 方 阵 的 特征 值 , 故 很 容易 想到 特征 值 与 方 阵 行列 式 之 间 的 关 
Ж: |4| = А, А-А, 因此 , 只 要 知道 矩阵 4 —5А° +74 的 特征 值 , 便 可 求 出 其 行列 式 的 
值 . 


解 ” 若 和 为 4 的 特征 值 , ША?” -5A? +7A 为 43 – 54? +74 的 特征 值 . 于 是 , H A 的 特 
征 值 为 1, 2, 3, 可 得 4” —5A2 +7А 的 特征 值 为 3, 2, 3. 再 由 特征 值 的 性 质 , 可 知 
143 – 54? +7А | =3 х2 х3 =18. 


8 线性 代数 和 概率 统计 思维 训练 与 解 题 方法 


2 伴随 十 阵 的 性 质 及 应 用 


2.1 解 题 方法 


伴随 矩阵 4 * 的 概念 、 性 质 及 其 应 用 是 线性 代数 当中 的 一 个 重点 内 容 ， 必 须 熟 练 掌握 . 

伴随 矩阵 4 * 由 |4 | 中 元 素 的 代数 余子 式 构成 , 基本 关系 式 为 44” =А* A= |А |Е. Ж 
逆 、 转 置 、 伴 随 三 个 运算 能 交换 次 序 . 

A "的 相关 结论 有 : 

(1) АА* =А* A= |А |Е; 

(2) |А* | = [А |"; 

(3) (А*) * =|A|" A; 

(4) (КА) * = КА *, (АТ) " = (А * Т; 


(5) 21А 15:0, ША") = (А-1) * = тА, 


ТАТА 
2.2 ”典型 题解 析 


【 例 2-1】 п ЗЕ А 的 伴随 矩阵 为 4*, 证 明 : (1) 1А 1 =0, 则 |4* |=0; 
(2) [4* [ =(а "1. 

分 析 ”本题 是 证 明 含 有 4 的 命题 . 解决 此 类 问题 的 一 般 想 法 都 是 从 基本 关系 式 АА ° 
=4*4=|4| 瑟 出 发 来 考虑 问题 

证 明 (1) 若 |4|=0, BM AA" = |А Е =O. 假若 |4 |=0, 则 4 可逆, 于 是 4=O 
(А?) l=O, 此 时 4* =0, Ж |А* | =0. 这 与 |4* | 关 0 了 矛盾 . 所 以 |4* |=0. 

(2) 由 44* = |А Е, 18]А||А* | = |А |"; 1А 150, 则 |4* |=|141"'. 若 |4|=0， 
H (1) 1А ° | =0, 此 时 |4* |= [А 1" У. 故 有 |4 |= 14| 

[0] 2-2] ЖАД — п(п>3)ӯ ИЕ, 4 "是 其 伴随 矩阵 ， 又 上 为 常数 , Н k=0, +1. 


* = |А |А -!. 


Д (КА) * = | 

(А) КА* (В) r £ (С) А“ (D) кА" 

分 析 “本 题 可 采用 加 强 条 件 的 技巧 , 若 4 П[Й, 则 由 44* =4* А = [А|Е, ЯА" = 
|A|A 1, 于 是 (KA)* = МАТ + (4) -= 如 А-А 7. |А|А-!=к'-!А*. 所 
以 应 选 (B). 

解 ” 应 选 (B) . 


Ж Ш к70, +1, n>3, 主要 是 为 了 使 四 个 选项 只 有 一 个 是 正确 的 . 当然 , ЖА 不 
可 逆 , 也 能 得 到 相应 的 结论 ,只 是 稍微 复杂 一 些 ,此 时 要 用 到 4 的 定义 . 设 A = (а) „хп, 
其 元 素 a 的 代数 余子 式 记 作 4;, ДЕЕ КА = (Ка) „хл, 若 其 元 素 的 代数 余子 式 记 作 Av (i, 
j=1, 2,…, 1)， 则 由 行列 式 的 性 质 有 A; = А; (i, =1, 2，… п). }АПП(КА)* = 
Юд“. 


2 伴随 矩阵 的 性 质 及 应 用 


【 例 2-3】 п ИЖА ЗЕЯ (022), 4 "是 矩阵 4 的 伴随 矩阵 , ИШ U — . 


(A) (A4*)* = |A|""1A (В) (А*)* =|A|"*1A 
(С) (A")" = [А["-2А (D) (А*)* =|A|"*2 A 
分 析 “本 题 涉 及 伴随 矩阵 4* ,首先 联想 到 公式 44* =A* A= |A|E, А” = АЈА! 
于 是 | 
(А*)* = (1А |А!) * = | [А [4 | 0 (á |& wy 
= |А |" = А1] taya = |A|" 2 A. 
解 ” 应 选 (C). 


【 例 24】 设 4, B уп ЖЕ, A". B* 分别 为 4, 下 对 应 的 伴随 矩阵 ,分 块 矩 阵 
А О ; єє. 
c=|。 в|, 则 C 的 伴随 矩阵 C 上 — 


А [А * O IB |В“ O 
ШЄТ? ША? 
О |В|В* О А |А * 

А |В“ О ІВ |А * О 
о [7 sue] о (и aj 
О ІВ |А * O |А|В* 


分 析 ЖА, B 均 可 逆 , ША“ = |А|А-!, В" = |B|B-', 从 而 


A O| А ON `! А O 
с" -lclc- -| | | -141181| | 


о в|\о B 0 B` 
IB||A|A `! O _ ІВ |А * O 
“| о a "| 0 б) 
可 见 应 选 (D). 
мА аў В Жау, 利用 定义 可 证 (D) 仍 成 立 . 
解 ” 应 选 (D). 


注 ” 作 为 选择 题 , 可 在 A, B 可 逆 的 假设 下 进行 推理 , 通过 排除 法 即 可 找到 正确 的 选项 . 
【 例 2-5】 ЕА = (a;)3x3 满 足 4*=A4T, 其 中 , 4 * 为 4 的 伴随 矩阵 , 4 为 4 的 转 
置 和 矩阵 . ж ау, ау), 03 为 三 个 相等 的 正 数 ， 则 ау № . 


(А) 32 (в) з (9 


+ (D) 3 


Аџ Ад Аз а G21 аз, 
分 析 因为 4* =АТ, А А» А» |=| а ax аз |,щЩ [Жау=А;( \УЇ,/ 
Аз Аз As 


аз аз 433 
=}. 2, 3). TE 
[4|=a An tap Ар +a Аз =al +ар + айз =3alj >0. 
又 由 于 4 * =АТ, 两 边 取 行 列 式 并 利用 |4* | = |А|"-!Ж|АТ| = |А|, 11А? = 141, 


从 而 |4| =1. 因此 , 322) =1, ёа, =. 应 选 (A). 


解 ” 应 选 (A). 
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З ”矩阵 可 送 的 判定 与 送 矩 阵 的 求法 


3.1 解 题 方法 


可 道 矩 阵 是 线性 代数 当中 一 个 非常 重要 的 概念 , 掌握 判断 矩阵 可 北 及 求 着 矩阵 的 方 
法 , 是 学 好 线性 代数 的 关键 所 在 . 

Г. 判断 矩阵 可 逆 的 常用 方法 

(1) 定义 法 : 若 有 方 阵 B, 使 4B =E 或 BA =E, 则 4 可逆 

(2) 行列 式 法 : 2F|A|20, ША 为 可 逆 矩 阵 

(3) 求 秩 法 : 2 n ИАЕА 的 秩 R(4) =n, WJ A 可 道 

(4) 利用 相关 性 法 : Ж п ЕВЕ А 的 行 ( 列 ) 向 量 组 线性 无 关 , 则 4 прэ. 

(5) 方程 组 法 : 若 方程 组 4, sx =b 有 唯一 解 , 或 4, sx =0 只 有 零 解 , 则 4 пй. 

I， 求 逆 矩 阵 的 常用 方法 

(1) 利用 定义 求 逆 矩阵 : АВ = E (йм-к), ША! =В. 


(2) Ж#НТЁЕ Ж ЖОЕ. A =] е 
(3) 利用 分 块 对 角 和 矩阵 求 逆 矩阵: 
А, ч ДА" 
А, _ А! 
А, А! 
A, Б A! 
А, 
= Аг! 
А, Аг! 


其 中 , A;(i=1, 2,…, s) Буп. 
(4) 利用 初等 行 变换 求 逆 矩 阵 : (4 Е) 7 (Е: А-1). 
3.2 典型 题解 析 
[013-1] п 8 а= (а, 0, …, 0, a)T(a<0),E 是 n 阶 单位 矩阵 , H 
ASK Qa. B=-E+—am, 


其 中 , А ЕУ В, Да = 
分 析 ЗХ, аат уп ИЕ, 而 ur а =2a 为 数 ,直接 通过 4B = E 进行 计算 并 注意 利 
用 乘法 的 结合 律 即 可 .由 题 设 , 有 


3 ”和 矩阵 可 逆 的 判定 与 逆 和 矩阵 的 求法 


AB = (Е оа?) (Е + ао?) = Е – ою! ¿b „йт AP. 。 ош! 
а а 


=E -ож! + aa -一 aar a)a = E - оа! + aa –2аоа" 


=E+( -1-2а+--)аеТ=Е, 

于 是 有 -1-2a+ 一 =0, 0242 +а-1 =0,  #а=-уйа= -1; 由 于 a<0, а= -1 
解 应 填 -1 

] 

【 例 3-2】 已 知 3 阶 矩 阵 4 КУЙЕ ЖАС! =| 1 


1 1 
2 1 |, 试 求 伴随 矩阵 4 ОИ ЕШ. 
1 3 


分 析 “本 题 涉 及 伴随 矩阵 4* 的 问题 , 注意 利用 公式 4-1= 4 .. 


解 ”因为 4-! "ТА ‚ 所 以 4* = 1414-1, 从 而 (4*) 7! = тА = [А-1 14. 由 


| | А 
1 3 1100, 1 11 1 0 0 
(А-!, Е) =|1 2 1 0 1 0[-|0 1 0 -1 1 O 
113001) (002 -1 0 1 
5 1 
101 2 1 05 10 í > -1 —9 
цата Q 3 Ü] a ya у y j 
l | 
0 0 1 -— 0 一 ] | 
2 23 |1001 -= 0 3 
得 
5 | 
0 1 57 
A=| -1 1 O 
] l 
“村 0 
因此 
5 -2 -1 
(А*)-!=|А-!|А=2А=|-2 2 0|. 
= Š 1 
2'0 2 
[013-3] А, B 均 为 3 阶 和 矩阵 , E 是 3 阶 单位 矩阵 . 已 知 4B=24 +В, B=|0 4 0), 
2 Ü 2 
则 (4 -E) = | 


分 析 “本 题 实 质 上 是 已 知 矩 阵 等 式 求 逆 矩 阵 的 问题 , 应 从 定义 出 发 ， 先 从 等 式 中 分 解 
出 因子 A - E, 写成 着 矩阵 的 定义 的 形式 ,从 而 确定 4 — E 0033 BE. 


线性 代数 和 概率 统计 思维 训练 与 解 题 方 法 


H АВ =2A +B, Ж АВ-В=2А-2Е+2Е, (А -Е)В-2(А -Е) =2 五 , 亦 即 (4 - 


E)(B -2Е) =2E, 或 (4 - E) [ (В -2E)] =E. 由 此 可 知 


001 
(А -Е) `! =—(B -2Е) = | | 
1 0 0 
0 0 1 
解 应 填 |0 1 ' 
1 0 O 
l 0 оо 
| з O O 
【 例 3-4】 设 4 = ч жй ‚ЕА 阶 单位 矩阵 , E. B= (Е +A) (E - 
0 0 -6 7 
А), (В +E) | = 


分 析 ”本题 虽然 可 以 由 4 3 (Е+А) - ,再 作 和 矩阵 的 乘法 求 出 她, 最 后 通过 求 逆 得 
#J(B +E) ,但 这 种 方法 的 计算 量 太 大 . 下 面 利用 单位 矩阵 恒 等 变 形 的 技巧 进行 求解 . 
B+E =(E+A) !(E-A)+E 
=(E+A) '![(E-A)+(E+A)]=2(E+A) !, 


所 以 

1 о оо 
(B+E)-1=[2(E+A) 17-1. (итд) = 4 а ну 
2 й > 3 0 
6 Ó =3 4 

1 о 0 0 

= 2 00 

解 应 页 Ü .—à | 

0` 0 =3 4 


【 例 3-5】 设 和 矩阵 4 满足 4? +A -4E =0, 其 中 , 巨 为 单位 矩阵 , 则 (4 - E)! = 


Эіл ”由 于 矩阵 4 的 元 素 没 有 给 出 , 因此 用 伴随 矩阵 、 初等 行 变换 求 逆 矩阵 均 行 不 通 . 
故 本 题 只 能 从 定义 出 发 来 求 逆 矩阵 . 
H А? +A -4Е =0 415(А? -E) + (А -E) =2E, Ш(А-Е)(А+2Е) =2E, 或 (A - E) 


[5-(4 +28) | =E, 可 见 A -EE 可 逆 , B (A - E) - =—-(A +2Е). 
解 БИЗИ 广 (4 +2E). 
[#136] WA, B, А +В, A! +В! уп Тїн, 则 (4-!+B-!)-! 等 于 


3 矩 阵 可 逆 的 判定 与 逆 矩 阵 的 求法 


(A) А7! +В! (В) А +В (С) А(А +В) ' В (D) (4+8) =" 

分 析 “本题 属 于 考查 抽象 窍 阵 用 定义 求 逆 矩阵 的 题 型 ,采用 排除 法 . 

(A)(B) 两 项 明显 是 干扰 项 , 因为 4- +В 的 道 一 般 不 等 于 自身 ,，(B) 相 当 于 采用 公 
(А +87!) = (Ат!) 7 +(B 1) "=A+B, 这 显然 也 是 错误 的 . 

由 于 不 便 直接 计算 (4-' +B-")- ,可 根据 矩阵 运算 的 性 质 直 接 求 答 案 的 逆 , 其 结果 
为 4” +B 的 项 为 正确 的 . 对 于 (D), H+T[(A +8) ''] ”=A+BzA-!+B-!, 所 以 
(D) 不 正确 , 只 有 (C) 为 正确 答案 . 事实 上 

[A(A+B) ! Bp] -В-! (А +В)А-! =В-! +47! =-А-! +B U. 


解 Лл) (С). 
[013-7] БА 为 于 阶 非 奇异 矩阵 ,ae 5 n 维 列 向 量 , р. lu2yrikyE EE 
Е 0 А а 
“= -0 А * ч 8-| -> 中 


其 中 , 4 * 是 矩阵 4 的 伴随 和 矩阵, Е 为 п 阶 单位 矩阵 . 
(1) 计算 并 化 简 PO; (2) 证 明 : 矩阵 Q 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 wa À `! ab. 
分 析 “对 于 涉及 4 * 的 问题 , 应 注意 关系 式 44* =A* 4 = |A|E. 判别 @ пуй, 可 考虑 
Н О 150 的 充 要 条 件 . 
解 (1) BLS AA" =A* А = |A|E, 8⁄4 
E 0 A а 
Р =) етае ЕН 
А ae 
| -а!А* А+|А|а! -а А* «:+Ь|А| 


А а 
аР оаа! 

(2) 证 明 : H (1) 可 得 1POI = |4| (Ь-а А! а), ПРО = ІРІ · 101, ВІРІ = 
|А 50, 从 而 101= ІА 1(Б-атА а). 由 此 可 知 , [0150 的 充分 必要 条 件 为 w 4 аз 
六 ， 即 矩阵 Q 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 we АС! ab. 

注 “ 本 题 考 查分 块 矩阵 的 运算 , 要 把 握 小 块 矩阵 的 左右 位 置 , 要 看 清 a A! a 是 1 阶 
矩阵 ,是 一 个 数 . 
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全 _ 方 阵 的 高 次 医 的 求法 


4.1 解 题 万 法 


求 方 阵 4 的 高 次 寡 的 常用 方法 有 如 下 几 种 . 
(1) 列 乘 行 法 : 当 4 =agT 时 , 利用 和 矩阵 乘法 的 结合 律 ,有 


k 
А* Ре (а87) (аВ') (ав) =a(B! oj p: ча в" а): А. 
其 中 , о, B 均 为 nx1l 矩阵 ( 即 4 为 “ 列 " 乘 “ 行 " 矩 阵 ). 
(2) 利用 数学 归纳 法 ( 找 “ 规 律 " 法 ) , 即 通过 计算 А?, 43 ，…, 来 寻找 4* 的 结论 . 
(3)“ 方 阵 的 对 角 化 "法 : 利用 相似 对 角 化 , 求 可 逆 矩 阵 Р, 使 得 


A1 
P -lAP = № | 
À, 
则 
Ai 
Ak = P м “ 
Ап 
(4)“ 二 项 展开 式 ” 法 : 分 解 A = B +D, Н BD =DB, 利用 二 项 展开 公式 , 有 
А®= (В +р)* = В +С! Bt-1D+C?B*-?*D’ +...+Ct-! Вр“! + р“. 
№ В‘ р ЯЕ, АП ЕНТ, Jk2E4B 48 Ж. 
4.2 典型 题解 析 


【 例 4-1】 已 知 w=(1, 2, 3)", B=|(1, >, 1), А =оВ', ША = _____ 
分 析 ЖЕКЕ РЕНО. 因为 题 中 4 “|” 32 477 ЕЕ, йин] Ж] 
行 乘 列 为 一 个 数 这 个 特点 来 计算 ， 其 中 用 到 了 和 矩阵 乘法 的 结合 律 . 


п-1 


4"=(ag7)(ag7)…(ag ) =а (Ва) "(В о)В" = (В" а)" (аВ") =3” A. 


解 ЛЗ" А. 
1 0 1 

【 例 4-2】 设 4=|0 2 0 |, mn>2 为 整数 , ДА" -24" "= — 
1 0 1 


分 析 本题 车 分 别 计算 4" 及 4", 再 代入 А" -24"” 求 值 , 则 将 问题 复杂 化 了 ， 一般 
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而 言 ， 可 先 试 算 А“, 4- ，…, 找 出 规律 后 ， 再 进行 计算 . 因为 
1 0 Jf @ Í 20 2 
©} 2 0|0 2 | 0 4 > 
I 0 1 人 1 0 1 2 0 2 
故 
А" -24"- =A"-2(A2 -24) =O 
Е ЛЯ О. 
1 0 0 1 0 O 
[14-3] 已 知 4P=PB, 其 中 ,了 B=|00 0|,P=|2 -1 0|, ЖА, 45. 
0 -1 2 Í 1 
分 析 ”本题 实质 上 是 相似 和 矩阵 的 问题 ,利用 相似 矩阵 求 高 次 寡 是 一 种 重要 的 方法 . 
解 НЕРІ = -1z0, # Р п); H AP = PB , 得 
1 0 0/10 O I 0 O 1 0 O 
4=PBP-'=|2 -1 010 0 O 2-1 0l=l2 0 01. 
2 1 1 人 0 0. -1 人 人 -4 11 6 1 =l 
因此 
ee ШИШИБНИНЫННЫҢ 
А? =(РВР^!)? =<(PBP -!)(PBP `!)-.-.(PBP `1) = РВ? P `! 
1 0 O 
=PBP `! =A = : ü. | 
6 е1 = 
【 例 4-4】 机 法 °| В=Р^! АР, 其 中 , P 为 3 ИЕ, Л) 
及 2004 _ 542 = 
Ñ. к (А 
分 析 ”本题 考 查 方 阵 高 次 寡 的 运算 . 注意 到 А, - А5 
А; АХ 
则 由 
0 -i 00400 -i 0 -1 00 
A2 | 0 1 0 | о —1 
0 0 — AO фб —1 0 01 
可 知 


=й о 0V9% /1 0 0 
A 0 -1 OF. =|0 1 0 |=8. 
0 0 1 


从 而 


антин кини ии 


2004 
уеге у —————= 
B”™ _24? =(P-! AP)(P -!AP)---(P ! AP) -2A2 =P 1 А?%% p _2A2 


3 0 0 
| 3 | 


0 0 -1 
3 0 0 
解 应 填 |0 3 0 | . 
0 0 -1 


注 ” 本题 实际 上 是 利用 了 B”” —p-l1A20 р-=р-! (42) 92 p 而 4A? 是 对 角 和 矩阵 , 故 使 
计算 得 到 了 简化 

[#145] 设 4=|， п) жат, до, Ан 

分 析 МЕЕ A 的 前 几 次 宕 的 结果 中 寻找 规律 , 再 利用 数学 归纳 法 证 明 . 

ж ”直接 计算 , 得 


一 般 可 得 
,yl O 可 
和 -[a | | (ж) 
事实 上 , 当 k=1 时 ,( * ) 式 显然 成 立 . 假设 当 k=n 时 ,( * ) 式 成 立 , MU k =n +1 时 


А Ar A 中 |+ 1 Е 


nA 1/\А 1 (п+1)А 
由 数学 归纳 法 知 ( * ) 式 成 立 . 

À 1 š 

【 例 4-6】 计算 | 0 A 1 | ,其 中 为 正 整 数 . 
0 Ü 'À 
A 1 O A 1 0 0 1 O 

分 析 ЖЕО А 1 进行 分 解 : 令 4=|0 À | 0 | ДА = AE + 
0 0 À 0 0 À 0 0 0 


В. 由 于 和 矩阵 AE 与 B 可 交换 , 于 是 有 
А" = (ЛЕ + В)" = (ЛЕ)" +С. (ЛЕ)"-! В +С (ЛЕ)? В? +. + Сп (ЛЕ) В"! +В". 


而 本 题 中 的 矩阵 召 д2 389800) 3 的 客 零 矩阵 , Вр В? = О. 故 利用 "二 项 展开 式 " 法 , 可 将 
计算 4" 的 问题 转化 为 4" = A" E +С, А" B +C; л"? В?. 由 此 可 得 计算 结果 . 


解 令 
11 Ü О тч 
0 ол 0 0 0 
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ДА = AE +B. 由 于 


0 1 0YV0 1 оү /0 0 1 
"oo | oo oo 
оо 0 人 0 о 0) 10 о 0 
0 0 1Y0 1 оү /0 0 0 
| 
оо 0 人 0 о 0) \о 0 0 


因此 , 当 n >3 时, 有 B" =0. 因为 矩阵 AE 与 B 可 交换 , 于 是 有 
А" = (ХЕ + В)" = (ЛЕ)" +С, (ЛЕ)"- B+C;(AE)" “B+.+C" (ЛЕ)В"-! + В" 
=)" E +С дЗ p +C: л"-° В? +0 


1 0 0 0 1 0 0 0 1 
=A"'|O0 1 TAO 0 1 + 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 


nA”"-! n(n-1)A" 2 
2 
|0 А" пА"-! 
0 0 А" 


Ж 若 矩 阵 M 满足 M* =O, 其 中 ,为 某 一 个 正 整数 , 则 称 М ЕЕЕ. 使 得 M" = 
O 的 最 小 的 正 整数 k 称 为 M 的 需 零 指数 .本题 中 的 如 就 是 一 个 医 零 矩阵 ， 其 攻 零 指数 为 3. 
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5 ХЕРЕ НИТ 


5.1 解 题 方 法 
求解 矩阵 方程 问题 ,实质 就 是 综合 考核 矩阵 的 运算 问题 解 题 的 基本 方法 是 : 先 利用 
矩阵 运算 的 各 种 性 质 , 将 其 化 为 矩阵 方程 的 基本 型 , ВАХ = В, XA = В sk AXB = C 型 ,再 
利用 逆 和 矩阵 求解 . 
(1) АХ=В 型 : А п, 则 对 4X = В 两 端 同 时 左 乘 A4-1', 48 X=A `! В. 
(2) XA=B 型 : ФА пуу, 则 对 ХА = В 两 端 同 时 右 乘 A4-!', 48 X =BA `!. 
(3) АХВ= СЖ. ЖА, B 均 可 逆 , 则 对 AXB = C 两 端 同 时 左 乘 4-'、 右 乘 B-', @# X 
=A `! CB `!. 
Ж 1) 化 基本 型 的 过 程 中 , 一 定 要 注意 矩阵 的 左 乘 、 右 乘 是 不 同 的 , 不 要 搞 错 左右 次 
序 . | 
@) 对 和 矩阵 元 素 具体 给 出 的 矩阵 方程 , 在 求解 AX = В 时 ,可 采用 初等 行 变换 法 : 
(A, B) 初等 行 变换 (E, X). 
@ 当 4 , В 不 可 道 或 不 是 方 阵 时 , 则 将 其 变 为 线性 方程 组 求解 . 具体 求解 时 , пр Х = 
(х5), 将 其 代入 化 简 后 的 方程 ,利用 和 矩阵 相等 的 条 件 , 列 出 关于 x; 的 线性 方程 组 , Е ху. 


5.2 典型 题解 析 


J 0 1 
0 2 0 
l 0 1 


[015-1] ЖҒА = ‚ EBE ХЕ AX +Е-А? +X, 其 中 , Е 53 Bras uE 


Е, БОКА Х. 
分 析 本题 应 首先 将 矩阵 方程 化 为 基本 型 , 再 进一步 讨论 . 
解 由 AX+E=A +X, АХ-Х=А?-Е, sSk(A-E)X=(A-E)(A +E). 
0 0 
0 


又 因为 4-E= l 
l 0 


，|4 -五 | = -1#0, А -Е пуй, 所 以 


2 Ü 1 
0 8 Ü|. 
1. 0: 2 


注 “ 本 题 利用 了 等 式 4?2 -Е-(А-Е) (А +Е) = (А +Е) (А -五 )， 这 是 一 个 特殊 的 结 

论 . 一 般 来 说 , 4? - B? = (А +В) (4 -B) 是 不 成 立 的 , 只 有 当 4B = ВА 时 才 成 立 . 
0 1 0 | 
2 1, ¿3 | 0 
1 ф =] с -3 


1 
0 
1 


X=(A-E) !(A-E)(A+E)=A+E= 


[0] 5-2] E EI X=-AX +B, 其中, 4 = ， 求 矩阵 总 


5 ”矩阵 方程 的 解法 © 


分 析 先 将 所 给 矩阵 方程 化 为 基本 型 , 再 利用 初等 行 变 换 法 求 站 

解 H X=AX+BíB (E-A)X=B, 再 由 

I -1 O 1 -ly/1 -1 01 -1 

1 0 -12 O l -1 1 | 
0 2 5 -3 


~ 


(Е -А, В) = 


[01] 5-3] А = йар(1, -2, 1), А* ВА =2ВА -8E, > В. 

分 析 ”这 是 矩阵 方程 的 求解 问题 . 若 能 对 已 知 条 件 进 行 适当 的 恒 等 变形 , 可 以 减少 计 
яа. 由 于 已 知 抢 阵 方程 中 涉及 了 伴随 矩阵 4* ,自然 联 想到 利用 公式 АА* =А* А = 
А | 五 进行 化 简 . 在 等 式 两 边 左 乘 4、 右 乘 4- ,可 以 简化 计算 . 

解 因 |4|= -2=0, ЖА пй, 在 A4* ВА =2BA -8E ЛЕА. ЖФА. ,得 

ІА [В =2AB -8E. 
即 
-2В=2АВ-8Е 或 (A+E)B=4E. 
2 
= -4 天 0 ЖА +E пй, 于 是 有 


再 由 |4 +Е | = -1 


2 


2 0 OV” 
В -=4(А +Е) - =410 -1 0| =4 
0 02 


l 0 0 0 1 
l 1 | 0 
I + 1 а 1 

+ 


АХА + BXB = AXB 
其 中 , E 是 3 阶 单位 和 矩阵 , >k X. 
分 析 ” 先 将 所 给 方程 化 简 , 再 用 逆 和 矩阵 求解 . 
解 ” 由 题 设 条 件 , 得 


[15-4] ЕЖА = ‚ АЖЕ X їй 


1 
1 
0 
ВХА + Е, 


АХ(А -В) + ВХ(В -A) =E, 


ВІ | 
(А-В) Х(А -B) =E. 


20 Ааа 


Р 1 
由 于 行列 式 |4 -в8|= 10 1 -1|=1z0, 所 以 矩阵 4 - В, Н 
0 0 1 


112 
(A-B) '=|0 1 1 |. 


0 
l 2 
°: 
0 0 
0 
1 
0 


о 
— 


于 是 


Х=[(4 —B) ] = 
l 0 0 
0 0 0 
[0] 5-5] 设 和 矩阵 4 的 伴随 矩阵 4* = | {Об , 且 ABA” = ВА `! +3E, 其 中 ， 
бб, —% бф -® 


Е 为 4 阶 单位 矩阵 , 求 和 矩阵 В. 
її ЖАЯШИ ДЫК AAT =А* А = |А Е 进行 化 简 , ҤЕ ЖОЙ. 
解 ”在 等 式 4B4- =BA +3E 两 边 左 乘 4*、 右 乘 A, 得 
A* ABA-'A=A*BA-'A+3A* А, 


即 
|А|В=А* B+3|A|E. 
由 |4*|=|141, 得 |41 上 =8, ВА | =2. 代入 上 式 , 得 
2B=A* B+6E, 
所 以 
(2E -A* )B =6E. 
1 0 0 0 
0 0 
再 由 |2E -A * | = o ip" m = -6=#0, Ж 2E -A* пру, Л 
озо =ë 
1 0 0 Oy! 
B =6(2E -A*)-!=6 m 
-L 6 131 O 
了 
I 0 O 0 оо 0 
ыры * 0 6 0 0 
1 и во в 0 |` 
D > ,0 "J 3,0, =1 


Е (1) E rB: gl n ИЧЕ А 的 伴随 矩阵 4* 时， 一般 需 利用 公式 
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AA" =А* A= [А (Е (E 是 n 阶 单位 矩阵 ) 
进行 化 简 . 
(2) 应 记 住 下 列 分 块 矩 阵 求 逆 矩 阵 的 公式 : 


А O! јд- O О А! /0 B` 
O в -| О ы (в 网 "(а о}. 
А Сұ ТА А СВ"! А O\-! A= O 
Р " -| 0 B`! |, Р " Чал в. 
[0] 5-6] (25 -С-' B)4 =С-', 其 中 , Е 是 4 ИНЕ, А E 4 ИЕА 的 转 
АЖЕ, Н 


12 3 -2 i 2 01 
АЕ. 2 | 6.1014 9 
0 0 l 2 0 0 1 2 
00 0 l 0 0 0 1 
>K RE А. 
分 析 “ 先 将 所 给 方程 化 简 ， 再 用 逆 和 矩阵 求解 . 
Ю ”在 已 知 矩 阵 方程 的 两 边 左 乘 C, 得 
(2C-B)AT = E; 
再 两 边 取 转 置 , 得 4(2C - B') =E. 因为 4 是 4 阶 和 矩阵 , 故 
1 0 0 有 SN” l о 0 0 
А (207 gt "t = 2100 I _2 1 0 of 
3 2 1 O 1 —2 1 0 
4 3 2 1 0 1 =2 1 


人 


Жок ДА 


6.1 解 题 万 法 

初等 变换 在 求 矩阵 的 秩 、 求 逆 矩 阵 以 及 求解 线性 方程 组 等 方面 有 着 重要 的 应 用 

三 种 初等 变换 对 应 三 种 初等 矩阵 : E (1, j), ELi(k)], 至 [六 j(k) ] ,它们 分 别 是 将 n 
阶 单位 矩阵 交换 第 i、j 两 行 ( 列 ) , 第 i 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 数 k, 将 第 7 行 的 上 倍加 到 第 ; 
行 上 去 (或 是 将 第 i 列 的 倍加 到 第 j 列 去 ) 所 得 到 的 初等 矩阵 

三 种 初等 矩阵 都 是 可 道 的 , H 

[Е (1, 171 =Е G, j), (ЕЮ) =z|i[+)], tg, 7002 =gli, K -®)]. 

初等 矩阵 具有 如 下 性 质 : 对 矩阵 4 施行 一 次 初等 行 变换 , 相当 于 在 4 的 左边 乘 以 相应 
的 初等 矩阵 ; 对 矩阵 4 施行 一 次 初等 列 变换 , 相当 于 在 4 的 右边 乘 以 相应 的 初等 矩阵 ，( 即 
“ 左 乘 变 行 , 右 乘 变 列 ”) 

以 上 关于 初等 矩阵 的 定义 、 性 质 及 道 矩阵 应 牢记 


6.2 ”典型 题解 析 
а ау das 421 422 а)» 
【 例 6-1] ah 022 > | Q11 ау 413 | 
а ау аз аз +1 das +a, аз; +ајз 
010 l 0 0 
P =|1 0 0|,Р„=|0 1 0 |, 则 必 有 ! 
0 0 1 1 Ü І 
(A) АР, Р, = В (В) АР, Р, = В (С) Р, Р, А = В (D) Р, Р, А = В 


Эіл “本题 考 查 初等 方 阵 的 性 质 . НРА РАН РУСА 的 第 1、2 行 , ЯЕ P H 
当 于 交换 4 的 第 1、2 列 ; 左 乘 P, 相 当 于 把 4 的 第 1 行 加 到 第 3 行 , АЖ P, 134 А 的 
第 З 列 加 到 第 1 9]. 本 题 是 先 将 4 的 第 1 行 加 到 第 3 17, 再 交换 4 的 第 1、2 行 , BB P, P, 
A=B, 故 应 选 (C). 

解 应 选 (C). | 

【 例 6-2】 设 4 是 3 阶 方 阵 , 将 4 的 第 1 列 与 第 2 列 交 换 得 B, 再 把 B 的 第 2 列 加 到 第 
3 列 得 C, 则 满足 4C = C унй ЖО 为 


Ü. 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 
(А)|1 0 O (B)|1 O 1 (С)|1 о O (D)|1 0 о 
l 1 0 0 1 il 1 0 0 1 


分 析 C 是 对 4 施行 两 次 初等 列 变换 得 到 的 , 因此 , С 可 由 4 与 初等 矩阵 之 积 表示 


б ”初等 矩阵 的 应 用 


0 1 0 
Л ШЕ 
ДЭВ о швшд| D O|]. 


0 0 1 


1 0 0 
че ЛЕ 
а. к шын j | 


0 0 1 
所 以 


故 


解 应 选 (D). 

i£ ЯЕ А 施行 一 次 初等 行 ( 列 ) 变换 后 成 为 B, WJ B 等 于 4 左 ( 右 ) 乘 一 个 
相应 的 初等 矩阵 . 

【 例 6-3】 А 为 3 阶 矩阵 , 将 4 的 第 2 行 加 到 第 1 4749 В, 青 将 B 的 第 1 列 的 -1 售 


1 1 0 
加 到 第 2 列 得 C, 记忆 =|0 1 0 |, Л 
0 0 1 
(A) С=Р-! АР (В) С = РАР! (С) С=РТ АР (р) С = РАР! 


分 析 把 C 表示 成 4 与 初等 矩阵 之 积 即 可 . 由 题 意 , 得 
0 l -1 0 
1 1 O|. 
| 0 0 1 


1 
Ca | 
0 
= 1 =l 0 | 
| | | 所 以 ( * ) 式 可 以 表示 为 C= РАР". 
0 | 


ЯЕ 应 选 (B) . 

Ж “每 个 初等 变换 都 对 应 一 个 初等 矩阵 ,， 并 且 对 算 阵 施行 一 次 初等 行 ( 列 ) 变换 , 相 
当 于 4 左 (Яз) 乘 一 个 相应 的 初等 矩阵 . 

【 例 64】 设 4 为 3 ИЯНЕ, 将 4 的 第 2 列 加 到 第 1 ЖЕРЕ В, 再 交换 В 的 第 2 175 


1 0 0 1 0 0 
第 3 行 得 单位 矩阵 , 记忆 =|1 1 O| P,=|O0 0 І |, A= 
001 0 1 0 
(A) P. P, (B) Pr ' P, (С) Р, P. (р) Р, Рг! 


分 析 ”本题 考查 矩阵 的 初等 变换 与 初等 矩阵 . 由 题 意 , 得 
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即 АР, =B, P, B =E, 所 以 P, АР, =E, 故 A=P;! EP  ' =P, Pr '. 
解 ” 应 选 (D). 
【 例 6-5】 设 4 у п(п22) 阶 可 逆 矩 阵 , 交换 4 的 第 1 行 与 第 2 行 得 矩阵 B, A4* 和 B* 
分 别 为 4 和 B 的 伴随 矩阵 ， Л) | 
(А) 交换 4 * 的 第 1 列 与 第 2 列 得 B* (В) 交换 4* 的 第 1 行 与 第 2 行 得 B* 
(C) А" 的 第 1 列 与 第 2 列 得 -B* (0) ЖА" 的 第 1 行 与 第 2 行 得 -B* 


0 1 0 0 1 0 
分 析 从 B=|1 0 中 rm 因为 B=|1 0 中 可 
0 0 1 0 0 1 
0 1 оү 0 1 0 /0 1 оү"! 
‚| 0 0| =4*|1 0 0 | 0 ] 
0 0 1 0 0 1|\0 0 І 
0 1 0 0 1 0 
=А* .(-1)|1 0 0 | 0 ] 
0 0 1 0 0 1 
即 交换 4 的 第 1 列 与 第 2 列 得 -B*" ,因此 本 题 应 选 (C). 


解 ” 应 选 (C). 

+ (1) 如 果 对 矩阵 4 施行 一 次 初等 行 ( 列 ) 变换 成 为 矩阵 B, W| B 等 于 4 7 (Ж) 
乘 与 初等 行 ( 列 ) 变换 相对 应 的 初等 抱 阵 . 初等 矩阵 都 是 可 逆 和 矩阵 . 应 熟练 掌握 初等 矩阵 
的 定义 与 性 质 . 

(2) 设 A, В 都 是 nn 阶 和 矩阵 ， 则 以 下 公式 应 记 住 : [АВ | = |B4|，(4B) = BT АТ, 
(АВ)* =Б* А*. 3FER234 A, В 都 可 逆 时 , 有 (4B)-'=B-'A-!. 

【 例 6-6】 设 4 是 n 阶 可 道 方 阵 , 将 4 的 第 i 行 和 第 j 行 对 换 后 得 到 和 矩阵 B. (1) 证 明 
В пй; (2) 求 4B-!. | 

分 析 ”本题 的 关键 是 用 初等 矩阵 来 表示 4 , В 之 间 的 关系 , 若 记 E (i, 力 表 示 单 位 矩阵 
交换 第 i 行 与 第 7 行 所 得 到 的 初等 矩阵 , ДА 的 第 i 行 和 第 j 行 对 换 后 的 矩阵 B=E (1, Ј) 
А. 注意 , 因为 是 行 变换 , 所 以 五 (i, 刀 应 左 乘 A. 

解 (1) 由 于 B=E (і, Ј)А, 且 |4| 关 0, 所 以 

|IB|=|E (i, Ј)А| = [Е (1, Ј) 1 - lA|= - |А|50, 
АХ В 可 道 . 
(2) 'AB-!=A[E (i, j)A] =AAT'[E (1, Ј) 17 = [Е (1, Ј)] =E (i, j). 


т ”和 矩阵 秩 的 求法 
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7_Ж Ki 


7.1 解 题 万 法 


矩阵 的 秩 是 矩阵 的 一 个 重要 属性 , 它 在 判断 方 阵 的 可 逆 性 、 判 断 向 量 组 的 线性 相关 性 、 
讨论 线性 方程 组 解 的 情况 与 解 的 结构 以 及 二 次 型 等 方面 都 有 重要 的 应 用 . 

І. 求 矩 阵 的 秩 的 方法 

(1) 定义 法 : 求 矩 阵 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 就 得 到 矩阵 的 秩 . 

(2) 初等 行 变 换 法 : 利用 初等 行 变换 , 将 矩阵 化 为 行 阶梯 形 气 阵 ， 其 非 零 行 的 行 数 即 
为 该 矩阵 的 秩 . 

(3) 利用 和 矩阵 秩 的 性 质 求 秩 . 

(4) 利用 矩阵 的 秩 与 向 量 组 的 秩 的 关系 : 和 矩阵 的 秩 = 和 矩阵 行 ( 列 ) 向 量 组 的 秩 . 

П. 和 矩阵 的 秩 的 重要 性 质 

(1) О<А(А,„,„) min{m, п}; 

(2) R(A') = К(А); 

(3) ЖА-В, MJ R(A) =R(B); 

(4) ЖР, О нй, 则 R( PAQ) = К(А); 

(5) тах{ А(А), К(В) }<А(А, В) <А(А) + К(В); 

(6) (А +В) <А(А) + А(В); 

(7) К(АВ) <тіпіК(А), К(В) }; 

(8) ЖА, „В, =O, WJ К(А) + R(B) <и. 


7.2 典型 题解 析 


【 例 7-1】 ЖА = ‚ 则 4 的 秩 为 


> о © Q 
с сэ = сш 


的 秩 的 求法 . 由 


© 


А? = А? = 


ооон Бо о о 


| 

0 

0 

0 
分 析 а ЕВО Я ЖОН 

0 

0 

0 

0 


с ов с? 
о 

ә ә ө © 
ооо сә 
ооо н 


0 
] 
ob 
0 


о 


可 知 R(4) =1. 


解 ”应 填 1. 
In 0..2 


0 2 ] Д] R( AB) = 
21 D 5 


【 例 7-2】 设 4 是 4x3 和 矩阵 , НА ЮЖ R(A) =2, 而 B= 
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分 析 “本题 考 查 矩 阵 的 秩 的 性 质 . 因为 | 至 | =10 关 0, 所 以 B 可 逆 , 从 而 R(AB) = А 
(А) =2. | 
解 ЛЯ 2. 


1 1 
【 例 7-3】 [ҒА = | | ‚ НАЖ К(А) =3, 则 k=_ — 


— ы ке >з 
== Q P = 


1 К 
分 析 由 4 的 秩 为 3 知 , А 的 行列 式 一 定 为 零 ， 从 而 可 解 出 参数 不 过 应 当 注 意 的 
是 , ЖН A| =0 得 到 的 参数 不 唯一 , 则 应 将 参数 代 回 去 进行 检验 , 以 便 确定 哪 一 个 为 正确 
答案 ,因为 使 得 |4 | =0 只 是 必要 条 件 而 非 充 分 条 件 . 
由 题 设 R(A) =3 Ж, 必 有 
k 1 1 1 


jj мы 
— оч = 
== > ке 一 
w — — 一 
> 

| 

:一 一 

о 


J 1 

= (к+3)(к-1)° =0, 
解 得 k=1 或 k= -3. 显然 , 当 上 =1 时 , К(А) =1, 不 符合 题 意 , 因此 一 定 有 k= -3. 

解 ” 应 填 -3. 

£ (1) 在 做 此 类 填空 题 时 , 排除 k=1 后 可 立刻 得 到 k= -3, 不 必 真 地 将 k= -3 代 
人 进行 检验 . 不 过 , 厂 先 检验 k= -3 为 正确 答案 时 , 仍 应 检验 k=1 的 情形 , 因为 可 能 两 个 
值 均 是 正确 的 . 

(2) 本 题 也 可 通过 初等 行 变 换 化 4 为 行 阶梯 形 矩 阵 进行 分 析 , 这 是 一 般 的 方法 . 

【 例 74】 设 4 为 mxn 和 矩阵 , B 为 nxm 和 矩阵 , E 为 m 阶 单位 矩阵 Ж АВ = Е, WI 


(А) 秩 R(4)=m, 秩 R(B)=m (В) #& R(A) =m, К R(B) =n 

(С) Ж А(А) =n, ЖА(В) =m (D) ЖА(А) =n, Ж К(В) =n 

分 析 因为 4B = Е E m Bi fu E |, ПИ А(АВ) = т X B| 2 R(AB) < 
min{R(A), R(B)}, & R(A)>m, R(B)>m; 男 一 方面 ,4 5 m xn RE, B E: n x m Жж 
EE, 则 有 R(A)=<=m, А(В) <т. 综 上 可 知 R(4) =m, R(B) =m. 应 选 (A). 

Е 应 选 (A). 

【 例 7-5】 设 4, В: п ЧЕЖЕ ,‚ 且 AB=0, 则 A 和 B 的 秩 _. 

(А) 必 有 一 个 等 于 零 (В) 都 小 于 7 

с) — j: t, р n (D) 都 等 于 7 

分 析 方法 一 : 由 于 4, В 均 为 非 零 矩阵 , 所 以 К(А) >0, R(B) >0, 排除 (A); 又 由 
AB =0 知 R(A)+R(B) <п, 考虑 到 R(A) >0, R(B) >0, 显然 (C) (D) 均 不 成 立 , 只 有 
(B) 项 为 正确 答案 . 

方法 二 ; 由 于 Ах =0 存在 非 零 解 , bk R(A) <n， 同 理 , R(B) <n. 


7 ЕВУ = 


方法 三 : 因为 4 和 B 的 地 位 等 同 , 故 (A)(C) 不 正确 ; 由 于 4B =0,  |А|-|В|=0, 
即 |4|=0 或 18B|=0, 所 以 (D) 不 正确 , 只 有 (B) 项 成 立 . 


解 应 选 (B). 
a b b 
[0] 7-6] i 3 BPEEEREA=-| b a zj, 若 4 的 伴随 矩阵 的 秩 等 于 1, 则 必 有 
b b a 
(A)a=b 或 a+2b=0 (В) a=b uk a+2b=0 
(С) a=b На+2Ь =0 (D) a#b На +2650 
分 析 由 伴随 矩阵 4 的 秩 的 关系 式 
п, R(A) =n, 
жаз) =й, йа) еа 
О, R(A) <n-1 


知 , R(A* ) =1Əë@R(A) =2. 
#a=b, Д R(A)<1, 故 可 排除 (A) (В). 


a b 
ать і, А 中 有 2 Bi f sÇ. А И 740. 若 要 R(4) =2, 按照 定义 , Н А | =0. 由 


=É 
a+2b a+2b a+2b| |a+2b 0 0 
|А|=| b a b |=| b a-b 0 |=(a+2b)(a-b)’, 
b b a b 0 a-b 
所 以 , HÍ|A|=0 Ж а+2Ь=0. 故 应 选 (C). 
ВЕ 应 选 (C). 
1 2 3 
【 例 7-7】 已 知 Q=|2 4 £|, P S 3BHES EBE, НЕ РО =O, 则 . 
3 6 9 
(A) `4:=6 BJ, P 的 秩 必 为 1 (В) `4:=6 Bf, P 的 秩 必 为 2 
(С) 4176 БЇ, Р 的 秩 必 为 1 (D) 24136 BF, P 的 秩 必 为 2 


分 析 因为 P 关 0, 所 以 R(P) 三 1; 又 因为 PO =O, 所 以 R(P) +R(Q) <3. 

41-6 Н, R(Q) =1, 于 是 有 1<R(P) =2; 

当 1 关 6 BF, R(Q) =2, FEA 1=<=R(P)=<3-2=1, 即 必 有 R(P) =1. 

解 ” 应 选 (C). 

【 例 7-8】 设 a,B 为 3 维 列 向 量 , 矩阵 4 =aar +BBT, 其 中 , al, ВЛ а, B 的 转 
置 . ПЕНН: (1) ЖА(А) <2; (2) # a, B 线性 相关 , ШЕ R(A) <2. 

分 析 “注意 到 本 题 中 am 是 列 乘 行 的 矩阵 ,有 结论 К(оат) <1.， 故 利用 秩 的 性 奈 R(A _ 
+В) <R(A) +R(B) 可 证 明 (1) ; 对 于 (2), 利用 a 与 B 的 线性 相关 性 , 可 得 出 a 与 B 之 
间 的 关系 , 进而 可 知 4 此 时 是 一 个 列 乘 行 的 矩阵 ,利用 前 面 的 结论 便 可 证 明 . 

证 明 (1) Нуе, В 为 3 维 列 向 量 , ЖШ aa 与 BB" 均 为 3 МЕЕ, АЖ R(aa ) <1, 
R(BBI) <1, # 


в пинаа SSES 


К(А) =RCaa + ВВ") <R(aa)) + К(ВВ') 三 2. | 
(2) Жа, В 线性 相关 ， 则 存在 不 全 为 0 Н k i, k,, 使 得 ki @a+k В =0; Жу k, 
0, 则 有 B=ka, 那么 
R(A) =R[aa' + (ka)(ka)!] =R[ (1 + )aa | = R(aa l) <1 <2. 
[017-9] А уп ИЖЕ (п2>2), 4 ”为 4 的 伴随 矩阵 , 证 明 
n, R(A) =n, 
К(А*) =}1, R(A)=n-1, 
О, R(A) <n-1. 
分 析 “本题 是 伴随 矩阵 4 的 秩 与 矩阵 4 的 秩 的 一 个 重要 关系 式 . 可 从 和 矩阵 的 秩 的 定 
义 及 伴随 矩阵 的 定义 出 发 来 证 明 . | 
证 明 (1) `4 R(A) =n Е, |A|=0. H AA* = [А [Е {5 |А |А* | = [А |", [А * | = 
|А |"! 50, 从 而 R(A * ) =n. 
(2) í R(A)<n-2 时, 由 矩阵 的 秩 的 定义 知 , А 的 所 有 nn 一 1 阶 子 式 均 为 0, 即 此 时 
A* =O, К(А*) =0. 
(3) 3 R(A) =n-1 时, 由 矩阵 秩 的 定义 知 , А Р/р 01и -1 阶 子 式 不 为 零 ， 即 
A * 中 至 少 有 一 个 非 零 元 素 , 故 К(А*) >21. 另 一 方面 , 因为 R(4) =n-1, 所 以 有 |4| =0, 
H АА * = |A|E ЖАА“ =O, А“ 的 列 向 量 均 为 x =0 的 解 ， 而 此 时 Ax =0 的 基础 解 系 
RH n-(n-1)=1 “Е, 故 应 有 RG4”) <1. 综 上 可 知 R(A*) =1. 
注 本题 的 结论 很 和 用, 一定 要 牢记 . 
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8 问 量 组 线性 相关 性 的 证 明 方法 


8.1 解 题 万 法 


器 量 组 的 线性 相关 性 的 概念 是 线性 代数 的 重点 之 一 , 也 是 难点 . 应 理解 向 量 组 的 线性 
相关 性 , 擎 握 判别 方法 , 搞 清 它 和 向量 组 的 秩 的 关系 ,以 及 和 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 
关系 . 判别 向 量 组 线性 相关 性 有 如 下 几 种 常用 方法 . 

(1) 定义 法 : НАБИ — Н А, К, ++, К, 使 得 ki a + о +: +k, a, =0; 然 
后 根据 题 中 所 给 定 的 条 件 , ПЕНН k, =k, = =, =0 Бп]. 

(2) ЖЕЕ: 回 量 组 w ，a ，…，am 线 性 无 (1 相 ) 关 人 Ra о, ，…，am) =m(<m). 

(3) 表 出 法 : al а, ，…, am( 玉 二 2) 线性 相关 全 al , ао, +, am 中 至 少 有 一 个 向 量 可 由 
其 余 m -1 个 向 量 线性 表示 ; ал, оз, ，…，aw 线 性 无 关 全 al ,am ，…, qn 中 任 一 向 量 都 不 能 
由 其 余 的 问 量 线性 表示 . 

(4) 齐 次 线性 方程 组 法 : 回 量 组 w а, ，…，am 线 性 相 〈 无 ) 关 马 齐 次 线性 方程 组 
X| al + X) G, + + X, а, =0 有 非 零 解 (只 有 零 解 ). 

(5) 反 证 法 . 


8.2 典型 题解 析 

【 例 8-1】 已 知 @ = (1, 4, 3)", а = (2, ғ, -1) ,oa=(-2,3,，1) 线性 相关 ,， 则 
[= | 

分 析 ”本题 是 判别 向 量 组 的 相关 性 的 逆 问 题 , 利用 方法 (2) 可 求 出 1 的 值 . 

因为 wm а, а ЕАН, 所 以 Ra в», as) <3, 0 |а, о, оз =0. 由 


] 2 -2 ] z. Ü 
а, о, as | = |4 1 3 = 4 t 1+3 
3 -1 l 3 -1 0 
- аз) |, ?| таз) = Ü 
得 t= -3. 
解 应 填 -3 
— 1 
[018-2] а = 1 |, 其 中 ,cl со, сз, 04 为 任意 


0 0 1 
0 ‚ = ‚ аз = =] ‚ © = 
СІ C2 C3 


常数 , 则 下 列 向 量 组 线性 相关 的 为 | 
(A) «|, 20, аз (В) «|, 20, ад СЄ) «|, 203, ад (р) 2, 203, а4 


分 析 n 个 n 维 回 量 mi ‚2, ``, а, Не а, ‚2, ``, а, | = 0. 显然 


C4 
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0 ll -1 
l -1 
|a), оз, а, | = 0 一 1 = су 1 上 |- 
М а, аз, а, ЕАН. 故 应 选 (C)， 


解 л (С). 

018-3] „84 о, о, · ~, а, (3<ә<п)Ә АЖЕК ЖИЕ. 

(А) 76—28 2722) К, k,, >, 上 ,使 得 及 о +k а + +k, a, =0 

(В) а, а), с, а, НЕЖМ 295 

(С) о, ay, +, as 中 存在 一 个 向 量 ,， 它 不 能 用 其 余 的 向 量 线性 表示 

(0) а, а, з, ws 中 任意 一 个 向 量 都 不 能 用 其 余 的 向 量 线性 表示 

分 析 本题 是 寻找 向 量 组 w а, ，…, as(3 大 5 大 1) 线性 无 关 的 充 要 条 件 . 由 于 本 题 的 
可 量 组 是 抽象 的 , 故 应 采用 定义 法 或 利用 癌 量 组 线性 相关 性 的 性 质 来 解决 . 

显然 ,四 个 选项 都 是 w ，a ，…, а, (3 <5<п) 线性 无 关 的 必要 条 件 , 而 只 有 条 件 (D) 
是 ai, G, ，…, as(3 达 ?入 7) 线 性 无 关 的 充分 条 件 , 故 应 选 (D). 

ВЕ 应 选 (D). 

【 例 84】 设 4, B 为 满足 4B = O 的 任意 两 个 非 零 矩 阵 ,， 则 必 有 

(A) А 的 列 回 量 组 线性 相关 , В 的 行 回 量 组 线性 相关 

(В) А 的 列 回 量 组 线性 相关 , В 的 列 回 量 组 线性 相关 

(C) А 的 行 回 量 组 线性 相关 , В 的 行 向 量 组 线性 相关 

(D) А 的 行 回 量 组 线性 相关 , B 的 列 回 量 组 线性 相关 

ЭіП IA E mxnBEE, B EE n xl ЖЕ, H AB=0O, | К(А) +R(B)<n. 由 于 4， 
В 均 为 非 零 矩阵 , 故 0 <R(A) <n, 0 <R(B) <и. 

H R(A) <А 的 列 数 , 知 4 的 列 向 量 组 线性 相关 ; 由 R(B) <В 的 行 数 , 知 B 的 行 回 量 
组 线性 相关 . 故 应 选 (A). 

解 应 选 (A). 

【 例 8-5】 设 n 阶 方 阵 4 的 秩 R(A4) =r<n, ДЕА п АМАН. 

(А) 必 有 7r 个 行 问 量 线性 无 关 

(В) 任意 了 个 行 回 量 均 可 构成 最 大 无 关 组 

(C) 任意 个 行 向 量 均线 性 无 关 

(D) 任 一 行 回 量 均 可 由 其 他 > 个 行 回 量 线性 表示 

分 析 由 定义 知 , R(A) =r, ДА 的 nn 个 行 向 量 组 的 秩 也 为 r, 即行 向 量 组 的 最 大 无 关 
组 所 含 向 量 的 个 数 为 >, 从 而 必 存 在 ”个 线性 无 关 的 行 向 量 . 故 应 选 (A). 

ВЕ 应 选 (A). 

【 例 8-6】 设 4 为 n 阶 方 阵 , ВІА =0, 则  . 

(A) А 中 必 有 两 行 ( 列 ) 的 元 素 对 应 成 比例 

(B) 4 中 任意 一 行 ( 列 ) 向 量 是 其 余 各 行 (|) 癌 量 的 线性 组 合 

(C) А 中 必 有 一 行 ( 列 ) 向 量 是 其 余 各 行 ( 列 ) 向 量 的 线性 组 合 

(D) 4 中 至 少 有 一 行 ( 列 ) 的 元 素 全 为 堆 


8 向 量 组 线性 相关 性 的 证 明 方法 31 


分 析 本题 中 给 出 的 四 个 条 件 都 是 |4 | =0 的 充分 条 件 , 但 本 题 是 寻找 |4| =0 的 必要 
条 件 . H|A|=0=R(A) <n=A 的 行 ( 列 ) 向 量 组 线性 相关 一 4 中 必 有 一 行 ( 列 ) 向 量 是 
其 余 各 行 ( 列 ) 向 量 的 线性 组 合 . 故 应 选 (C). 

解 应 选 (C). 

【 例 8-7】 设 向 量 组 wm о, о Е, 则 下 列 向 量 组 中 , 线性 无 关 的 是 | 


(А) al +ae,, о +аз, аз 一 ai 


(В) al +a, ，a +аз, а +20, + G5 

(C) al +2Ge,, 20, + Заз, Заз + ai 

(D) al +a, +as，2al -3a +2203, За + 5а, – 5аз 

分 析 107—2 10а АЈА АНКЕ, 其 基本 方法 就 是 定义 法 . 对 于 此 类 选择 题 , 往往 
可 直接 观察 某 一 组 或 几 组 向 量 的 线性 组 合 为 零 (系数 不 全 为 零 ) ， 则 这 些 向 量 线性 相关 . 若 
无 法 观察 出 来 , 最 终 才 用 定义 法 讨论 ， 又 因为 本 题 中 的 向 量 组 是 由 向 量 组 ал, a, аз 51 
表示 的 , 所 以 也 可 利用 秩 来 讨论 . 

对 于 (A): (al +а) – (а +as)+(a3s -al) =0; 

对 于 (B): (al +a,) + (а +as) - (ал +2@, +в) =0. 

可 见 , (А) (B) 中 的 向 量 组 线性 相关 . (C)(D) 不 便于 观察 到 . 对 于 (C) ， 因 为 


10 1 
(al +2a ，2a + Заз, Заз +a) = (оу, о, a,)| 2 2 0 |, 
0 3 3 
l 0 1 Б 
而 |2 2 0|=1250, О“ 2 2 0 ау, 所 以 
0 3 б 3 3 


К(а +2e, ，2a + Заз, Заз +a) = К(о, о, аз) =3, 
МТА Er ZH а +2a 20, + Зо, Заз + wi 线 性 无 关 . 故 应 选 (C). 
对 (D) 可 类 似 地 讨论 , 可 知 是 线性 相关 的 . 
解 应 选 (C). 
【 例 8-8】 ба, о, ，…，aw 均 为 元 维 列 向 量 , А 是 mxn 和 矩阵, 下 列 选项 正确 的 十 


(А) Жа, а, -:, @, 线 性 相关 , 则 Ао, Аа, ,…, 4a, 线 性 相关 
(В) Жа, о, с, as 线性 相关 ,， 则 Аа, Аа, ，…， 4a, 线 性 无 关 
(С) Жа, о, ，…， 线性 无 关 ,， 则 4a ,Aar, ，…, 4a, 线 性 相关 
(D) 若 am ,oo ，…， @; 线 性 无 关 , Аа, Ао, ,…, Aa, 线 性 无 关 
分 析 利用 向 量 组 线性 相关 性 的 定义 , 对 选项 逐个 检查 , 检查 到 正确 选项 为 止 . 
设 ал, 05, е, а, АЕН, 则 存在 不 全 为 零 的 数 k. о, 5, k,, 使 得 
ki a +k, а +: +k, о, =0, 
于 是 
kAa + Аа, +:…+k Aa, =A(k ал + 05 + +k, os) =0, 


ТД, Аа, Ао», ，…, Aa, 线 性 相关 ， 因 此 本 题 应 选 (A). 
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解 ”应 选 (A). 
Ж “由 分 析 知 , 选项 (B) 是 不 正确 的 . 此 外 , Чо, а, ，…, 线性 无 关 时 , Аел, Aa, 
…, ha, 未 必 线 性 相关 , 也 未 必 线 性 无 关 . 例如 , 当 m =(1, 0)T, а = (0, 1)7 时 , ЖА = 


нб: 1 0 
Ё 0]: Д] Ао, =0, 所 以 Аал, 4o 线 性 相关 ; 如 果 4=| 0 ү, ле жак ada ma Az 


们 线性 无 关 . 因此 ,选项 (C) (D) 也 不 正确 . 

[0118-9] 90, =а,, Б, =а; +a,,…,b,=al +a,+…+a,, 日 向 量 组 al, a,,…, а, 
性 无 关 , 证 明 回 量 组 如 Б,, ++, b, 线 性 无 关 . 

分 析 ”本题 属于 证 明 抽 象 向 量 组 的 线性 相关 性 , 可 直接 利用 定义 来 证 明 . 又 因为 本 题 
中 辣 量 组 b1, b,,…, b, 是 由 问 量 组 ai, a,,…, 4, 线 性 表示 的 , 所 以 也 可 利用 秩 来 讨论 . 

证 明 证 法 一 : 利用 定义 证 明 . 

设 有 和 常数,，k,,，…, К,, 使 得 ki Р, +k,b,+…+k,.b,=0, 即 

Куа, +k,(a, +a,) +: +k (a, +a + +а,) =0, 


(А+ ++ К, )a, +(k,+:-- +k )а + +k. a,=0. 


ғ 


kj +k, ++ К =0, ї 4 — ў 
k += +k =0, | 1 1 
Юа, а,, …, /线性 无 关 , 故 有 1 “  “” m)l. ， .| =1z#0， 
k, =0. 0 0 a. 1 
于 是 得 К, = К, = =-= k, =0, 从 而 由 定义 可 知 回 量 组 b, , b,, aN. b ,线性 无 关 . 
证 法 二 : 利用 向 量 组 的 秩 证 明 . 因为 
l 1 = 1 
0 1 == 1 
(b, ` р,, Ыы b.) = (a, , а, т а,) : : . = (а, ° а, с, a,)K, 


而 detK =10, 故 K 是 可 逆 阵 . 由 矩阵 的 性 质 知 RGbi, b,, …, b.) =R(a,,a,, -, a,), 
又 因为 al , a,,…, a, 线 性 无 天, 故 R(al, а, `~-, a,) =ғ, 从 而 有 R(bi, bs,…, b.) =r, 
#Х ИН b), b，,,…, b, 线 性 无 关 . 

[0]8-10] Еа, а, ，…， 线性 无 关 , B н] Ща, о, ，…, a 线性 表示 , 且 表 出 的 系 
数 全 不 为 零 , 证 明 ол, а, е, о,, В 中 任意 s 个 向 量 线性 无 关 . 

分 析 “本题 只 需 证 明 在 ал, о, ‘~, as , В 中 去 掉 任 一 @(i=1,2,…, s) 后 的 s 个 向 量 
线性 无 关 即 可 ,这 用 反 证 法 较为 方便 . 另 一 证 法 是 证 明 去 卸任 一 % 后 的 向 量 组 的 秩 为 s. 

ШЕ ВВ 证 法 一 : 利用 反 证 法 . 假设 ал ii-1， Qi+tl, `` а;, B (2=1,2, = s) Zk FE 
相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 Ку, е, Кару Каро 777, Ё,, k, 8848 

да+ +оо t +k,a, +В =0, 

其 中 ， k=0. 这 是 因为 ， ЖҮК =0, 则 14 + у k; -1 , К | Уу 人 ,不 全 为 零 ， 这 与 ai 1 
ci+1，…， 上 线性 无 关 矛 盾 . 于 是 
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В = -二 (有 G, ++ К, Ci _1 +, 1 / | +... +, а,) 9 


这 表明 , В 可 由 a ，…, а, еу, е, 4 线性 表示 ,， 从 而 与 已 知 B 可 由 al о, ，…，aw, 线 
性 表示 且 表 出 系数 全 不 为 零 巴 盾 . 于 是 , о, "о, airl 5, о,, B (i=1,2,…, ғ) 8 
证 法 二 : 以 F 表示 回 量 组 а, а, `, @,, В; Е, 378 [u] и ZH ал, °°, (G; _ 1, а, °° 
e,, В (1<і<5). 因此 ,F, 可 由 Fi 线性 表示 ; Е, РИ @i; 外 均 可 由 FF, 线性 表示 , 而 由 已 知 条 
件 
В= ца ++, a; + +k, ш, 
其 中 , 所 有 的 感到 0(J =1, 2,…, 5), В 


] 
а; = 一 有 оар + К ра р +, ар +6, а, -В), 
1 


即 @; 也 可 由 FF, 线性 表示 . НЕ, 5 Е, 0, 它们 的 秩 相 等 且 都 等 于 s, ПЕ, Н s 1 
量 , 所 以 F, 线 性 无 关 . 

【 例 8-11】 у" 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =b 的 一 个 解 ,， 8&1 ，…, &,_, 是 对 应 的 齐 次 线 
性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . ПЕНЯ: 

(1) ау” „бу не, Ё„ „ЭШЕ; 

(2) 9°, 7° +Ë, 人 无关 

分 析 ”本题 属于 证 明 抽 象 向 量 组 的 线性 相关 性 , 可 直接 利用 定义 来 证 明 . 

证 明 (1) 28 k, ki,…,k,_,， 使 得 

kg” + Ё n=), ( *) 
在 ( * ) 式 两 边 左 乘 4, 并 注意 题 设 条 件 , 得 
К(Азу“ ) +k (Аё) += +k, (Аё, _,) =0, 
Вр kb = 0. H 250 15 к= 0. 于 是 ( * ) 式 成 为 
ki Š, + +, Ё, =0. 

71, ，…, 过 ,是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 , 从 而 线性 无 关 , 故 有 К, = k, = 
=k... , =0. В“, £, >, £, - ,线性 无 关 . 

(2) 28 k, 后 ，…, К,_,, 使 得 

km” +k (m ° +£) ++k,_,(m +£,-,) =0, 
ИП 
(Е £= k...) £h Ё К, Ё. 20. 
k+k ++, =0, 

H (1) 2°, 1，…, 有 -7 线性 无 天 ,， 改 有 ч аш 从 而 k= =" = 


k,., = 0, Pl ар“ , ГИ +Ë, ***, 7 +... 
[018-12] А Уп ЯЕ, 若 存 在 正 整数 上， 使 得 线性 方程 组 公关 =0 НЕЕ а, 
Н.А! 230, ПЕВ: 向 量 组 w, Ао, …, А! а 是 线性 无 关 的 . 
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分 析 本题 为 证 明 一 组 抽象 器 量 (每 个 向 量 的 元 素 未 具体 给 出 ) 的 线性 相关 性 问题 ， 
可 根据 向 量 组 线性 无 关 的 定义 直接 证 明 即 可 . 
证 明 设 有 一 组 数 和 1, 和 A2,…, Ар, 使 得 
А а+А› Аа + :::+Л, A a =0, ( *) 
为 了 利用 4 az0, А^@:=0, 显然 , Ama =0(m>k). 于 是 在 ( * ) 式 两 边 同 时 左 乘 
АК 得 
Акі (ла+А, Ag +: +À, А a) =0, 
ВЛ, А a =0. НТА“! a0, 所 以 Ai =0. 于 是 ( * ) 式 变 为 
А, Aa+:…+A, А! а =0, 
两 边 再 左 乘 4 一 ,可 推 得 A. =0. 进而 类 似 可 证 得 MA3 =A4 =…=Ak =0. 由 定义 知 ,向 量 组 
а, Аа, …, А! а ЭЕ. 
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9 ”向量 组 的 最 大 无 关 组 的 求法 


9.1 解 题 万 法 

四 量 组 А 的 最 大 无 关 组 4o 的 意义 就 在 于 : 可 用 4o 组 来 “代表 "4 组 ; 特别 地 , 当 4 组 为 
无 限 癌 量 组 时 ,就 能 用 有 限 癌 量 组 4o 来 “代表 ”. 求 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 , 通常 有 以 下 
方法 . 

(1) 定义 法 : 只 需 证 明 两 条 , 一 是 向 量 组 4 的 部 分 组 ho: а, а, ，…, @, 线 性 无 关 , 而 
А 中 任意 r+1 个 向 量 均 线性 相关 , 则 4o 就 是 向 量 组 4 的 一 个 最 大 无 关 组 . 

(2) 初等 行 变换 法 : 以 所 给 向 量 组 为 列 向 量 构成 矩阵 4, 对 和 矩阵 4 进行 初等 行 变换 ， 
化 为 行 阶梯 形 和 矩阵 В, 则 如 中 非 零 行 的 行 数 就 是 向 量 组 的 秩 , 也 就 是 最 大 无 关 组 中 所 含 向 
量 的 个 数 ; 行 阶梯 形 和 矩阵 B 中 非 零 行 非 零 首 元 所 占据 的 列 对 应 的 原 列 向 量 组 ， 就 是 所 求 的 
列 回 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 . 

(3) 最 高 阶 非 零 子 式 法 : 以 所 给 向 量 组 为 列 向 量 构成 矩阵 4, # A 的 最 高 阶 非 零 子 式 
为 D,, 则 D, 所 在 的 r 列 ( 行 ) 即 为 4 的 列 〈 行 ) 回 量 组 的 一 个 最 大 无 天 组 . 


9.2 典型 题解 析 


] 0 3 ] 2 
– 1 3 0 一 2 
【 例 9-1] 设 有 回 量 组 а = 2 ‚ (Y> = | ‚ аз = 7 2 = ‚ 25 = 5 ， 则 该 
2 14 0 10 
回 量 组 的 最 大 无 关 组 是 . 
(А) ау, а, аз (В) а, о, а; (С) al а, а; (О) а, а, ад, Gs 


分 析 本题 是 求 向 量 组 的 最 大 无 关 组 的 常规 题 型 , 也 是 一 个 重要 的 题 型 

一 般 方法 是 : @ 先 求 向 量 组 的 秩 [可 通过 矩阵 4 = (о, a, , аз, ад) 的 秩 来 求 得 ] ,由 
此 确定 最 大 无 关 组 中 所 含 向 量 的 个 数 ; @ 再 寻找 一 个 最 大 无 关 组 (其 方法 之 一 是 : ЗА 
等 价 的 行 阶梯 形 和 矩阵 中 , 非 零 行 非 零 首 元 占据 的 列 所 对 应 的 4 中 列 向 量 组 成 的 向 量 组 就 是 
一 个 最 大 无 关 组 ). 具体 求解 如 下 . 因为 


1 0 3 1 2 103 12 
-13 0 -2 1[ [033 -1 3 
А = (а, а, аз, ац, Gs) = э ] 7 2 5 } 1 1 0 1 
42 14 0 10) 102 2 -4 2 
10 3 j o 2 
01 1 0 11 011 091 
"ооо -id| je 0 06 —-1 0 
ооо -4 0/ O 00 00 


36 线性 代数 和 概率 统计 思维 训练 与 解 题 亡 法 


所 以 R(A) =3, ХЕ о, о, аз, оц, a5 的 最 大 无 关 组 中 含有 3 个 列 向 量 , 可 排除 选项 
(D); 再 由 最 后 一 个 行 阶梯 形 抢 阵 中 可 以 看 出 CGI，a2，G4 а, аз, а 和 «|, ад, as 构成 
а, 2%, аз, ад, as 的 最 大 无 关 组 ， 而 选项 中 只 有 201, 205, ад, 故 应 选择 ( B). 

解 ” 应 选 (B). 

【 例 9-2】 设 向 量 组 @ = (1, 1,1,3)", о =(-1, -3, 5,1)", аз = (3,2, -1, p+ 
2)", @4=( -2, -6, 10, p). 

(1) р 为 何 值 时 , 该 向 量 组 线性 无 关 ? 并 在 此 时 将 向 量 w=(4, 1, 6, 10) 用 m о, 
аз, oa4 线 性 表 出 ; 

(2) р 为 何 值 时 , 该 向 量 组 线性 相关 ? 并 在 此 时 求 出 它 的 秩 和 一 个 最 大 无 关 组 . 

分 析 (1) 四 个 4 维 向 量 是 否 线 性 无 关 , 可 直接 由 其 构成 的 行列 式 
lay, G>, ез, a, | 是 否 不 为 零 来 判断 , 或 考虑 到 还 要 求 把 @ На, о, оз, о, Вр 
求 X| CI + X> 05 十 Xa аз + X, д4 = 化 的 解 ， 两 步 可 结合 在 一 起 进行 ， 直接 通过 初等 行 变换 化 和 矩 
(а, а, аз, ад, а) 为 行 阶梯 形 ; (2) ТЕР 确定 时 , 求 向 量 组 的 秩 和 最 大 无 关 组 可 按 常 
规 方法 处 理 . 

解 ” 对 和 矩阵 (@ ,oa ，a ，a ，a) 作 初等 行 变换 ,得 

l -1 3 -2 4 
l -3 2 =Ó 1 0 -2 -l -4 -3 
(а), G>, аз, ац, а) = | 5 1 10 6 = 
3 


l -1 3 – 2 + l -1 3 -2 二 


10 о Ө =1 Ü =7| 10 о 1 0 l 
0 О р-9 p-2 -8 0 О ‚0 р-2 1-р 
(1) 当 pz2 Е, 回 量 组 a), а, оз, а, 265. ШЕ e = x, а + x; G, + х3 аз + 
Р 3р -4 1 一 
Ха ад, 解 得 х, =2, X, тү Хз =1, X, „=&—Ё В| 


p= p= 2° 
а = 2 WE mn +@ hee 
] p— 2 2 3 р? 4 


(2) 当 p =2 时 , АЕ а, о, аз, a4 线性 相关 ， 此 时 , 向 量 组 的 秩 等 于 3. al о, 


as (2 ал, аз, од) 为 其 一 个 最 大 无 关 组 . 

【 例 9-3】 设 4 维 向 量 组 ai = (1 +а, 1,1, 1)", а = (2, 2 +а, 2, 2)", о, = (3, 3, 
3 +а, 3), а = (4, 4, 4, 4+а)Т. 问 a 为何 值 时 ，a о, оз, oq 线性 相关 ? цо, о, 
«з ，a4 线 性 相关 时 , 求 其 一 个 最 大 无 关 组 , 并 将 其 余 向 量 用 该 最 大 无 关 组 线性 表 出 . 

分 析 判别 а, 0, аз, oa 的 线性 相关 性 , [1 р Е (а, ‚ 2, а, а4 ) 的 秩 来 讨论 ; 
这 可 以 直接 通过 初等 行 变换 进行 . 

解 对 和 矩阵 (am ‚2%, аз, a, ) 作 初等 行 变换 ， 得 


3 4 l+a 2 3 4 
| l 2+a 3 4 -a а 0 0 

«л, а, аз, ад) = 1 2 3+a 4 | | -a 0 a0| 
] 2 3 4+a - 0 0а 


9 向量 组 的 最 大 无 关 组 的 求法 е 


#a=0, ШЕ К(о, о, аз, ац) =1 <4, а, о, аз, а, АНЗ. а 为 一 个 最 大 无 
关 组 ， Н а, = 2ai ， а; = Зе, ， G4 =4ai. 


# a=0, 则 有 
l+a 2 3 4 lO+a 0 0 0 
-1 1 0 0 — 1 1 0 0 
me _ оро" -4 oi o! 
-1 0 O 1 -1 0 0 1 
Ж а= -10 时 , ДК А(а, а, аз, в) =3<4, а, о, оз, о, НАН. а, аз, алу 


个 最 大 无 关 组 ， Ha = —@, – аз Qa. 
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10 _ 章 次 线性 方程 组 基础 解 系 的 判定 与 求法 


10.1 解 题 万 法 

I. 证 明 一 组 癌 量 &1,&,,…, 2,07 n 元 齐 次 线性 方程 组 A,,、,x=0 [R(A) =r<nj] 的 
基础 解 系 , 需 证 明 下 列 三 条 同时 成 立 : 

(1) &, &, +, 名 均 为 Anxnx=0 的 解 ; 

(2) 在 ,和 ,而 线性 无 天 

(3) Ёт „5, 8, ТЕТЕ ВЈ t = n – Г. 

了 [. nn 元 齐 次 线性 方程 组 4,, „х = 0 的 基础 解 系 的 求法 (4 xn 的 元 素 具体 给 出 ) 

Ж R(A) =r <n, l 

(1) 将 4xnzxz=0 的 系数 矩阵 4 用 初等 行 变 换 化 为 行 最 简 形 矩阵 ; 

(2) 由 行 最 简 形 矩阵 写 出 同 解 方程 组 ; 

(3) 在 同 解 方程 组 中 , 将 nr 个 自由 未 知 数 取 n--r 组 线性 无 关 的 值 , 代入 同 解 方程 
组 中 ,由 此 得 方程 组 的 nr 个 线性 无 关 的 解 &1 ， 包 ，… ё„-„, 此 于 -7 个 解 即 为 所 求 的 一 
个 基础 解 系 . 

Ж 当 R(4) =n 时 , 方程 组 4,,、, x=0 НАИ, ШЕЕ Ж Ж. 

10.2 ”典型 题解 析 

[| 10-1] БА = (оа, о, as, о) 4А ИЖЕ, А" 为 4 的 伴随 矩阵 , 奋 (1, 0,1， 
0) 是 方程 组 4xz =0 的 一 个 基础 解 系 , ША“ x =0 的 基础 解 系 可 为 ”  . 

(А) а, as (В) a), а» (С) а, а», а» (0) о, аз, а, 

分 析 本题 没有 给 出 具体 的 方程 组 , 因此 只 能 从 基础 解 系 的 定义 出 发 来 讨论 . 

因为 Ax =0 只 有 一 个 线性 无 关 的 解 , 即 4-R(A) =1, 从 而 R(4) =3. 那么 R(A*)= 
1, 所 以 A“* x =0 的 基础 解 系 中 含有 7 -R(A* ) =4 -1 =3 个 线性 无 关 的 解 ， 可 见 选项 ( A) 
(B) 均 错误 . 

再 由 4A4* 4 = |А [Е =0, ЖА 的 列 向 量 全 是 4* xz =0 的 解 , ПП К(А) =3, А 的 列 向 
量 中 必 有 3 个 线性 无 关 . 

] ] 

最 后 , 因为 向 量 (1, 0, 1, 0)" 是 Ax =0 И, АЈ МЕЛ 


=(al ，a ，a3 ，a4 ) 


0 0 
ai +a, =0， 说 明 al ,a 线性 相关 ， 从 而 w ，a ,a 线性 相关 ， 由 此 可 知 选项 (C) 错误 . 故 
应 选 (D ). 
解 应 选 (D). 
【 例 10-2] л [НЕ А 的 伴随 矩阵 4* =0О, # ё, ё›, Ёз, ЗЕКЕ ЕУГЕН 


10 弄 次 线性 万 程 组 基础 解 系 的 判定 与 求法 


Ах =b 的 互 不 相等 的 解 , 则 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 的 基础 解 系 

(A) 不 存在 (B) 仅 含 有 一 个 非 零 解 向 量 

(C) 含有 两 个 线性 无 关 的 解 向 量 (D) 含有 三 个 线性 无 关 的 解 向 量 

分 析 “本题 的 关键 是 确定 系数 矩阵 4 ВК. 因为 &1 关 &,, ЯП ё, - £, EE Ax =0 的 非 堆 
Е, 改 R(A) <n. 又 因为 伴随 矩阵 4 < O, 说 明 至 少 有 一 个 代数 余子 式 A; 头 0, 即 |4 | 中 
至 少 有 一 个 n--1 阶 子 式 非 零 , 因此 R(4) =n -1. Ж А п-К(А) =1, 即 4x=0 的 基础 解 
系 中 仅 含 有 一 个 非 零 解 向 量 ,， 故 应 选 (B )， 

解 ” 应 选 (B). 

【 例 10-3】 求 一 个 齐 次 线性 方程 组 , 使 它 的 基础 解 系 是 

Е =(2, ed We 4,717, 
分 析 本题 是 由 基础 解 系 反 找 齐 次 方程 组 的 问题 . 由 A(é&1,é&,) =0 有 (1, 2) А = 


т 
3. =0 的 解 就 是 4 的 列 向 量 ( BD 4 的 行 向 量 ). 
2 


яя; 


解 Ша, £. E Ax =0 的 基础 解 系 , Nln-- R(A) =2, В R(A) =2. 对 于 齐 次 方程 组 


2 — 11 # ü 2 3 
= ка "шз ëJ 
Т 
лий = -2, 2,1,0)", =(-3, 28,0, 07. ЖА+[" | яа 
72 


| 2xi +3х, – х3 =0, 
方程 组 为 | 
3x, +5x, — x, = 0. 
【 例 104] 已 知 w ,ao ,是 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 的 一 个 基础 解 系 , 证 明 : a +a, 
G, +аз, аз +wi 也 是 该 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 
分 析 ”按照 基础 解 系 的 定义 , 要 证 明 三 个 方面 : (1) @ +а, o +аз, аз + aj Е; 
(2) 它们 线性 无 关 ; (3) 向 量 的 个 数 等 于 n- R(A). 
证 明 由 4(a +a, ) = Аа + Ао, =0+0=0 知 @ + 是 齐 次 方程 组 4xz = 0 的 解 ， 类 
似 可 证 % +аз, as +a tB JE Ax =0 的 解 . 
ОН К, №, №, 使 得 
К (а +а) + (о +аз) + К (оз +a) =0, 
即 
(К, +k,)e) + (k, + )о +(k, +, )аз =00, 
k, +k, =0, 
因为 m , аз, 8 是 基础 解 系 , 所 以 它们 线性 无 关 , ШОН, К, + k, =0, 由 于 此 方程 组 的 系数 行 
k, + k, = 0. 
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1 0 1 к 
列 式 ] 1 0 =250, 故 必 有 К = k, = k. =0, 从 而 am +a, G +аз, аз + а 1225. 
О ше. 


根据 题 设 , Ах = 0 的 基础 解 系 中 含 3 个 解 向 量 . 综 上 可 知 , @ +a, , а +оз, Gs + G: ZE. 
Ax =0 的 一 个 基础 解 系 . 

【 例 10-5】 Жа, а, ~, а, УАН Ах =0 的 一 个 基础 解 系 , B, = t, а + tx аз, 
В. = е, +1; өз, B=t а, +t ау, ЖФ, 1, ЗЕ. 试问 :和 ,满足 什么 关系 时 ， 
Bi. В, `, PB; 也 为 4x =0 的 一 个 基础 解 系 . | 

分 析 ”按照 基础 解 系 的 定义 ， 只 要 太 ,了 使 得 B ,8 >, B, 线 性 无 关 即 可 . 

解 显然 ,8B,,B，…,B, 均 为 4r =0 的 解 , 且 由 条 件 可 知 : Ax =0 的 基础 解 系 中 含 s 
个 解 问 量 . 故 只 要 1 , 11 1% В|, B,,…, B, 线 性 无 关 , 即 可 保证 B , 8›, >, В, Ах =0 的 
一 个 基础 解 系 . 由 于 


t| 0 "те 0 1» 
fe д + 0 0 

(Bi, В›, Б. B.) = (а ， 05, °°", а,) 0 ә = 0 0 |, 
0 о. L t| 


所 以 当 ау, oa ，…, 线性 无 关 时 , 8. ,8 ，…, B, 也 线性 无 关 的 充 要 条 件 为 
| k 0 s OÚ 
ы а с 0 Ü 
O £ + 0 O|=#+(-1)=* g 0. 


@ Ó s & А! 
因此 , Чл, дЕ гц +( -1)°*'! 5 0 (BD34 s 为 偶数 时 , í = +1,; 34 s 为 奇数 时 , д = 
_ t> ) Ву, В, ? 82 ‚ 5 В, Ах =0 的 一 个 基础 解 系 . 
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H 章 次 线性 方程 组 通 解 的 求法 


11.1 解 题 方法 


对 于 求解 齐 次 线性 方程 组 问题 , 要 紧 紧 围绕 其 系数 矩阵 的 秩 与 未 知 数 的 个 数 进 行 讨 
i. 有 非 零 解 时 ， 先 确定 基础 解 系 所 含 线 性 无 关 的 解 癌 量 的 个 数 ， 也 就 是 自由 未 知 数 的 个 
Ж, 再 由 等 价 的 方程 组 求 得 基础 解 系 , 由 此 可 得 通 解 . 

І. 齐 次 线性 方程 组 通 解 的 结构 

ЯА] п 元 齐 次 线性 方程 组 4 „х =0: 

(1) `4 R(A) =n 时 , 方程 组 只 有 零 解 ; 

(2) í R(A) =r<7 时 ,4 xz=0 的 基础 解 系 中 含有 站 -7 个 解 : ё, £, ，…， £, ` 
此 时 方程 组 的 通 解 为 х= К ё, + k, ё, +T Б ЧӘР ағ 其 中 ， k, , К, ЫГ k, ,为 任意 实数 ， 

П. 齐 次 线性 方程 组 通 解 的 求法 

(1) 利用 通 解 的 结构 求 通 解 : 由 R(4) 判 断 解 的 情况 , 并 求 出 基础 解 系 ; 写 出 通 解 . 

(2) 利用 初等 行 变换 法 求 通 解 : 将 系数 矩阵 作 初 等 行 变换 化 为 行 最 简 形 ; Н А(А ) т 
解 的 情况 ; 由 最 简 形 得 同 解 方程 组 ; 选择 非 目 由 未 知 数 , 写 出 通 解 . 
11.2 典型 题解 析 

【 例 11-1】 设 有 齐 次 线性 方程 组 hx =0 和 Bx =0, 其 中 , А, B 均 为 mxn 和 矩阵 , 现 有 四 
个 命题 : 

) Ят Ax =0 的 解 均 是 Bx =0 的 解 , 则 R(A)=R(B); 

Q #*#R(A)>R(B), Ш Ax =0 的 解 均 是 Bx = 0 的 解 ; 

О # Ax =0 与 Bx =0 同 解 , 则 RC4) = К(В); 

Ф Ж R(A) = К(В), 则 Ax=0 5 Bx =0 |8]. 

以 上 命题 正确 的 是 | 

(А) Q Q (B) Q @ (C) @ @ (D) @ @ 

分 析 考查 所 给 的 四 个 命题 发 现 ， 如 果 人 正确 , 则 @ 必 然 正确 ; 同样 , 若 @ 正 确 , МФ 
也 必然 正确 . 因此 只 要 考查 @ 即 可 . 

м Ах =0 的 解 均 是 Bx =0 的 解 时 , 有 1-R(4) <п-К(В), B] R(A) >=R(B). 所 以 LD 
正确 , 从 而 翅 也 正确 . 因此 本 题 应 选 (B ). 

解 应 选 (B). 

0 0 


注 (1) 命题 @ 不 正确 . 例如 , 设 4= | 。 


0 的 解 x=(1, 0) 1132 Bx =0 的 解 . 
(2) 齐 次 线性 方程 组 4x =0 (其 中 ,4 E: m x n ЖЕЕ) 的 基础 解 系 包含 的 解 向 量 的 个 数 
Ж п-К(А). 


1.s=(。 Ñ! ДЈ R(A) = R(B) , fB Ax = 
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(3) 齐 次 线性 方程 组 4x =0 与 Bx =0( 其 中 , А, В 同 为 mxn Ж) 同 解 的 充分 必要 
条 件 为 4, В 的 行 向 量 组 等 价 . 

【 例 11-2】 设 4 是 秩 为 n -1 BJ n ЕЕ, a 5 @; 是 方程 组 Ax = 0 的 两 个 不 同 的 解 向 
量 , 则 4x =0 的 通 解 必 定 是 

(А) al +G, (B) Ке, (С) к(а +a,) (D) к(а -а,) 

分 析 因为 通 解 中 必 有 任意 常数 ,所 以 (A) 不 正确 . Hi п-К(А) =1 知 Ax =0 的 基础 
解 系 由 一 个 非 零 解 向 量 构成 .  , а, +а Ej -中 哪 一 个 一 定 是 非 零 解 向 量 呢 ? 

由 已 知 条 件 ал 与 a, 只 是 两 个 不 同 的 解 回 量 , 则 m 可 以 是 零 解 , 因此 kaj 可 能 不 是 通 
解 . 同样 ,也 不 一 定 能 保证 ал +a, 50. 因此 可 排除 (B) (С). Ға о, 所 以 必 有 
al —a, 50, 可 见 (D) 正 确 . 


解 应 选 (D). | 
[8] 11-3】 方程 组 Ax =0 {Зд 2 fE BJ Sy ЙЕ 2 FE: 

(A) А 的 行 加 量 组 线性 无 关 (B) А 的 列 回 量 组 线性 无 天 
(C) А 的 行 回 量 组 线性 相关 (D) А 的 列 向 量 组 线性 相关 


分 析 “本题 考查 齐 次 线性 方程 组 仅 有 和 零 解 的 充 要 条 件 . 

Н Ах =0 仅 有 零 解 全 R(4) =n =A В ЫА 的 列 回 量 组 线性 无 关 . 故 应 选择 (B). 
解 应 选 (B). 

XI + 2х +23 — Xx, =0, 


[#1114] 求解 齐 次 线性 方程 组 


3x, 下 бх, – Хз — 3х, =, 


Sx, + 10x, + x; —5х4 = 0. 
分 析 “本题 为 解 齐 次 线性 方程 组 题 . 一般 方法 如 下 : 
Q) 将 系数 矩阵 作 初 等 行 变 换 化 为 行 最 简 形 ; 

3 0 -1 -3 


©) 由 R(A4) 判 断 解 的 情况 ; 
12 1 -ly (1 2 0 -1 
0 0 -4 | 0 1 | 
5 10 1 -5) \0 0 -4 0 (000 0 


@ 由 行 最 简 形 得 同 解 方程 组 ; 
(4) 选择 非 自由 未 知 数 , 写 出 通 解 . 
所 以 R(4) =2 <4, 故 方程 组 有 无 穷 多 组 解 . 


I 2 1 -1 
# 因为 4= 


~ 


X| +2x, -—x =0, 
同 解 方程 组 为 | 通 解 为 

2 =0, 
71 ай, 1 
| 

= 十 Є ° 

xà 1 0 2 0 l 2 
х, 0 l 


【 例 11-5】 设 线性 方程 组 


11 ” 齐 次 线性 方程 组 通 解 的 求法 


x, +2x, 一 2X3 =0, 
2х\- х +Àx, =O, 
3x, + X, — x, =0 
的 系数 矩阵 为 4, З ИЖЕ В50, RAB=0, 试 求 À 的 值 . 
分 析 本题 先 从 条 件 4B = O 出 发 , 推导 出 B 的 每 列 均 为 Ax =0 的 解 ; 再 由 条 件 B= O 
得 出 齐 次 方程 组 Ax =0 有 非 零 解 , 进而 可 知 А(А) <3, ВА | =0, 由 此 可 求 得 和 A 的 值 . 
解 令 B=(bi,b,,b;3), 则 由 题 设 知 
АВ =А(Ь,, b,,b;) =(Ab,, Ab,, Ab;) =O, 
ВП 
АБ; =0 (/=1, 2,3). 
ХЕ ВО, ТЕ Ь,, Ь,, Ьер, 说 明 齐 次 方程 组 Ax =0 有 非 零 解 , 所 以 必 有 


l 9 0 
К(А) <3, 从 而 |4| =0, |2 -1 А|=0, 8948: À =1. 
3 一 


Ж 4B =O 这 种 关系 式 非 常 重要 , 意 指 В 的 每 列 均 为 4x =0 的 解 ， 从 而 这 个 简单 的 式 
子 把 矩阵 的 运算 、 线 性 方程 组 的 解 以 及 矩阵 的 秩 等 多 个 重要 概念 联系 起 来 了 . 
х+ X, * X. =0, 


ах, + рх, + CX3 11 


[111-6] 已 知 齐 次 线性 方程 组 


а? x, +? x; + ë? xs = 0, 


(1) а, b, c 满足 何 种 关系 时 ,方程 组 仅 有 零 解 ? 

(2) а, b, c 满足 何 种 关系 时 , 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ? 并 用 基础 解 系 表示 全 部 解 . 

分 析 显然 , 系数 和 矩阵 所 对 应 的 行列 式 为 范 德 蒙 行列 式 ， 当 a, Ь, с 两 两 不 相同 时 , Ж 
数 行列 式 不 为 零 , 齐 次 线性 方程 组 仅 有 零 解 ; 当 a, b, c 并 非 两 两 不 相同 时 , 需要 分 四 种 情 
况 分 别 讨论 . 

解 ” 系 数 行列 式 
] L l 
a b c 
É P + 
(1) 当 azb, b#c, стаі, D=0. 方程 组 仅 有 零 解 : ху = x, = xs =0. 
(2) 下 面 分 四 种 情况 讨论 : 


=(a-b)(b-c)(c-a). 


=0, 
Ф ща= b= cB, 同 解 方程 组 为 | ， “3 一， 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ， 全 部 解 为 


后 (1，-1, 0) (ki 为 任意 常数 ). 


0, 
@ 当 a=c#b 时， 辣 解 方程 组 为 | 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ， 全 部 解 为 


х 


(1,0, -1)' (ЬЕ). 
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X; +X, +23 = 
@ 4 b = c= a 时 ， 同 解 方 程 组 为 | 
600, 1，-1)7 (为 任意 常数 ). 

@ 当 a=b =c 时 , 同 解 方程 组 为 zi +x + =0, 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ， 全 部 解 为 
ka( -1, 1,0)T+ks( -1, 0, 1)7 (k, ks 为 任意 常数 ). 

【 例 11.7】 设 有 齐 次 线性 方程 组 


0, 
н 方程 组 有 无 穷 多 组 解 ,全 部 解 为 


X| 一 


(1 +a)x, + X, + Хз + % =0, 
2х + (2 +а)х, + 2х3 + 2х, = 0, 
Зх + Зх, + (3 +а) х; + Зх =0, 
4х + 4х, + 4х; + (4 +а)х, =0, 


试问 а 取 何 值 时 ,该 方程 组 有 非 零 解 ? 并 求 出 其 通 解 . 

分 析 利用 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 有 非 零 解 的 充 要 条 件 来 确定 参数 а 的 取 值 , 进而 求 
方程 组 的 非 零 解 . 

解 ” 对 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 4 作 初 等 行 变换 , 得 


1+а 1 1 1 1+а 1 1 1 
2 2+а 2 2 -2а а 0 0 
A= 5 3 зы з [71 -заоао 
4 4 4 4 +а -4а 0 0 a 


当 a=0 时 , К(А) =1 <4, 故 方程 组 有 非 零 解 , 且 同 解 方程 组 为 +z txs + xí =0, 
基础 解 系 为 2, = { -1, 1,0,0), Ё, = ( -1,0, 1,0)°, £, = ( = „Оу @, 1)°, 此 时 ， 通 解 
为 


x=k £, +k,£, +k ё. (其 中 , ,hb, 上 为 任意 常数 ). 
l+a 1 1 1 lÜ+a 0 O 0 


-2 1 0 0 -2 1 O O | 
м a=0 Е, А ~ пее тй ， 可 见 , 7 10 +a =0, а = 
-4 00 1 -4 0 0 1 
-10 时 , R(A) =3 <4,， 此 时 方程 组 有 非 零 解 , 且 同 解 方程 组 为 
—2x, +x, =0, Ws =2х, 
-3xi +x =0, 或 (x =3x|, 
-4х, +4 =0, хл =4х\, 


由 此 得 基础 解 系 为 专 = (1, 2, 3, 4) ， 此 时 , ЖЛ x = kë, 其 中 ,K 为 任意 常数 
【 例 11-8】 设 有 齐 次 线性 方程 组 
ax, + bx, + бхз + + + bx, =0, 


bx) +ax, + Бхз ++ bx, =0, 


bx, + bx, + bx, + +ах, =0, 


Ж, а%0, 2+0, 1=2， 试 讨论 当 a, b 为 何 值 时 , 方程 组 仅 有 零 解 ? 有 无 穷 多 组 解 ? 在 有 
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无 穷 多 组 解 时 , 求 出 全 部 解 , 并 用 基础 解 系 表示 全 部 解 . 
分 析 本题 是 n 个 未 知 数 n 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 , Ax =0 只 有 有 零 解 的 充分 必要 条 
件 是 |4 |50, 故 可 从 计算 系数 行列 式 人 手 . 
解 ” 方 程 组 的 系数 行列 式 


a b b b i 1 1 ] 
b a b … b b а b … b 
|A|=|b b а bl|=[a+(n-1)b]|b b а b 
b b b … а b b b a 
1 1 1 1 
О a-b 0 0 
О I=[aw(ñn=l)bl(a abya 1, 


=[a+(n-1)b] | 0 0 а-Ь 


0 0 0 е а-Ь 
(1) 4а7Ь Ba=(1 -n)b BF, 77{=Е°Ң АВ 22 fg. 
(2) 当 a=b 时 , 对 系数 矩阵 作 初 等 行 变 换 ， 有 


a а а а 1 1 1 … 1 

a a а a ооо 0 
А=| а а а :1 а|-|0 0 0 0 |, 

а а а da 0 0 0 … 0 


нЕ п-К(А)=п-1, 取 自 由 未 知 数 为 x, ,x3，,，…, x,， 得 到 基础 解 系 为 

Ë el =l1l,1,0, =, 037, Bet —1, 0 1, = 0)7, +, Ba = (L, 0, 0, ==, 1). 
方程 组 的 通 解 为 x=kié1 +k, £, +" +k, ё, Ж, ki, k,, с, k, _1 为 任意 常数 . 

(3) %a=(1-n)bRB), 对 系数 和 矩阵 作 初 等 行 变 换 ， 有 


(1 —n)b b b ... b b 
b (1 —n)b b ... b b 
b b (1 —n)b … b b 
A = # š š > - 
Ь Ь Ь ... (1-п)Ь Ь 
Ь Ь Ь ... b (1 —n)b 
-nb 0 0 0 nb 
0 -nb Өх 0 nb 
0 0 – пр 0 пр 
0 0 0 – nb nb 
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l 0 0 0 — 1 1 0 0 0 -1 
0 0 0 – 1 о 1 0 0 -1 
0 0 1 . 0 _1 о 0.1 О -1 
0 0 0 … 1 _1 0 0 0 =- 1 -l 
b b b + b (1-п)Ь 0 0 0 0 0 


HT R(A) =п-1, # n-R(A) =1, 即 基础 解 系 中 只 有 一 个 解 问 量 . 取 目 由 未 知 数 为 x,， 
则 基础 解 系 为 &= (1, 1, 1,…, 1)", 故 方程 组 的 通 解 为 x= 妖 , 其 中 ,为 任意 常数 . 
【 例 11-9】 线性 方程 组 
G), XI +a, X, +: +a, x, =0, 
ау X, + G> X, + `" +G, Xn =0, 
а, -1,1 1 TG,-i,2 0 +. +G, I, п Xn = 0 
的 系数 矩阵 为 4,，Mi(i=1, 2,…, n) 是 在 矩阵 A 中 划 去 第 i ТЈ n - 1 阶 子 式 , 证 
BH: 
(1) [M,, -M,, ---, (-1)” м, 是 该 方程 组 的 一 个 解 ; 
(2) ЖА 的 秩 为 n -1, 则 方程 组 的 解 都 是 [Mi ，-M,，,…,( -1)""! M, ) 的 倍数 
分 析 ”为 证 明 (1), 可 直接 把 [Mi，-M,,…,( -1)"” М, 代入 方程 组 进行 验证 ， 
但 在 验证 时 , 可 以 采用 下 面 的 方法 : 做 辅助 行列 式 


а аг аш 
aI 412 аһ 
: п-1 
=ад М, +a, ( -M,) +---+a,( -1) М, 
а ар їп 
: ; (ї=1„ 2, +=‚„й=1), 


аһ-1,1 G,-1,2 “° Qn-l,n 


从 而 由 行列 式 的 性 质 知 其 为 零 . 对 于 (2), 因为 R(4) =n-1, 所 以 方程 组 的 基础 解 系 中 只 
包含 一 个 解 向 量 , 同时 Mi(i=1, 2，…, n) 不 全 为 零 , ВМ, -M,, …, ( -1)""! M, ]' 是 
方程 组 的 一 个 非 零 解 , 它 就 是 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 

证 明 (1) 对 i=1, 2, …,n-1, 有 


а аг si аш 
211 412 ` G 
m ; : š _ ИР 
О = ә =аџ М, +a, ( -М,) +: +а,(-1) М„, 
计 dp ... ак 


би-1,1' 2 Ж Cn -jin 


ВШ (Му, = М, =, ( 一 1)”~!M] "满足 第 i (i=1, 2,…, n -1) 个 方程 ,所 以 它 是 方 
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程 组 的 解 . 

(2) 因为 R(A4) =п-1, 所 以 矩阵 4 至 少 有 一 个 n - 1 阶 子 式 不 等 于 零 , 即 M ，- M, ， 
…,( -1)”- M, 不 全 为 零 ; 另 一 方面 , 方程 组 的 基础 解 系 由 n-R(A4) =n-(n-1) =1 个 
解 向 量 组 成 , ВЈ, Му, -М,, +++, ( -1)""! M 是 方程 组 的 一 个 基础 解 系 , 故 通 解 为 

КЇМ,, -M,, --, ( -1)” 1 М, |" (keR). 


чощ ыры ш 


12 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 判定 及 通 解 的 求法 


12.1 解 题 方法 
І. 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 判定 方法 
对 于 非 齐 次 线性 方程 组 4,、,x=b, 令 B=(4,b5), 则 
(1) 当 R(4) 关 R(B) 时 , 方程 组 无 解 ; 
(2) 34 R(A) =R(B) =n (n 为 未 知 量 的 个 数 ) 时 ,方程 组 有 唯一 解 ; 
(3) 当 R(4) =R(B) =r<n 时, 方程 组 有 无 穷 多 解 ， 其 通 解 形 式 为 
= Š) 0 Sy pes. а a 
其 中 , о‘ 是 方程 组 A,,、, x =b 的 一 个 特 解 ，&1，&,，…, £, - JE X] ЛУ BJ r 1 Zo FE y £ zH 
hxn =0 的 基础 解 系 ,ki ， К), >, К, ЕЯ. 
Ж ЩА 为 方 阵 时 , 方程 组 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 |4 | #0. 
П. 非 齐 次 线性 方程 组 4,,、, x = b 的 通 解 的 求法 
(1) 利用 通 解 的 结构 求 通 解 ; 
(2) 利用 初等 行 变换 法 : | 
Q 将 增 广 和 矩阵 吾 =(4, 5b) 作 初等 行 变换 化 为 行 最 简 形 ; 
@ 由 R(4) 与 R(B) 的 关系 判断 解 的 情况 ; 
(3 由 行 最 简 形 得 同 解 方程 组 ; 
(4 选择 非 自 由 未 知 数 , 写 出 通 解 . 


12.2 ”典型 题解 析 

【 例 12-1】 非 齐 次 线性 方程 组 4x =b 中 未 知 量 的 个 数 为 n, 方程 的 个 数 为 m, 系数 矩阵 
А 的 秩 为 r, 则  . 

(A) 当 r=m 时 , 方程 组 Ax = 有 解 

(В) `4r=n 时 , 方程 组 Ax = 有 唯一 解 

(C) 当 m=n 时 , 方程 组 Ax =b 有 唯一 解 

(D) 当 r<n 时, 方程 组 Ax = 有 无 穷 多 解 

分 析 4x =b 有 人 解 的 充 要 条 件 为 R(A4) =R(A, b). НА 0 тхп ЖЕЕ, Ж К(А) = 
т, АУТА 的 m 个 行 向 量 线性 无 关 , 因此 , 添加 一 个 分 量 后 得 (4, 5) 的 m 个 行 各 量 仍 线 
性 无 关 , 即 有 R(4) = К(А, b), 所 以 Ax =b 有 解 . 故 (A) 成 立 . 对 于 (B) (C) (D) 均 不 能 
保证 Ё(А) =R(A, b), 也 就 不 能 保证 Ax =b 有 解 ,更 谈 不 上 有 唯一 解 或 无 穷 多 解 . 

解 应 选 (A) . 
a 1 1үх 1 
[0112-2] 设 方程 组 |1 a | x, |=| 1 Ы а = 
1 1 d Xa _ 2 
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分 析 本题 为 含 参 数 的 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 逆 问 题 . 
由 条 件 可 知 , К(А) =R(A, b) <3. 因为 
] ] Q 一 2 
О a-1 1-а 3 | 


а ú 1 l ll 1 а -2 
[ a 1 1 | а 1 1 
l l а -2 a 1 1 l 0 1-а 1-а? 1+2а 
1 1 а – 2 
О а-1 1-а 3 | 
0 0 (1-а)(2+а) 2(2+a) 
可 见 , 当 az1 B аз -2 时 , К(А) = К(А, b) =3, 方程 组 了 唯一 解 ; 当 a=1 时 , К(А) = 
К(А, b), 方程 组 无 解 ; 当 a= -2 时 , К(А) =R(A, b) =2 <3, 方程 组 有 无 穷 多 个 解 . 故 a 


= -2 为 所 求 . 
解 ” 应 填 -2. 


~ 


~ 


XI + X; +X; +X, =], 


2х| +3x,) +ху +4 =t， 问 t 取 何 值 时 , 方程 组 有 解 ? 


— ХХ» + Хз + Xa = 3, 


【 例 12-3】 设 非 齐 次 线性 方程 组 


在 方程 组 有 解 时 , 求 出 其 通 解 . 
分 析 本题 为 解 含 参数 的 非 齐 次 线性 方程 组 问题 , 是 很 重要 的 典型 题 . 一 般 方法 如 下 : 
ПО) 将 增 广 矩阵 召 =(4 ,2) 作 初等 行 变换 化 为 行 最 简 形 ; 
由 R(4) 与 R(B) 的 关系 判断 解 的 情况 , 由 此 得 相应 的 取 值 ; 
(8) 由 行 最 简 形 得 同 解 方程 组 ; 
(Ф 选择 非 自 由 未 知 数 , 写 出 通 解 . 


1 l L T 1} 1 1 1 1 1 
2 3 1 1 | l -1 -1 | 
-1 1 1 3 О -1 1 1 3 
l 
l 


0 

l 1 l l 
t ll L -— – 1 | 

0 0 0 О т+1 


所 以 , 当 t+1 =0, 即 1= -1 时, 方程 组 才 有 解 ， 此 时 


l 1 1 1 1 l O 2 2 + 
В ~ 1-1 -1 -3|~ l -1 -1 -3|, 
0 0 0 0 0 


0 0 0 0 0 


解 因为 B=(4 :b) = 


X| 二 一 2X3 一 2X4 +4, Р 
同 解 方程 组 为 | 其 通 解 为 
х = Хз + X, —3, 
+] _ 2 -2 4 
х 1 l 3 
=k + |+ (ki, ke R). 
Хх» 1 0 0 
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【 例 124】 问 a, b 为 何 值 时 , 线性 方程 组 
XI + X) + Xy + X, =0, 
X, + 23 +20, =1, 
— х +(а-3) х; –- 2х, =b, 
Зх +2х, + хз +ax, = – 1 
有 唯一 解 ? 无 解 ? 有 无 穷 多 解 ? 并 求 出 有 无 穷 多 解 时 的 通 解 . 
分 析 ”利用 线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 系数 和 矩阵 的 秩 等 于 增 广 和 矩阵 的 秩 的 理论 , 首 
先 通过 初等 行 变换 化 增 广 和 矩阵 为 行 阶梯 形 矩 阵 , 然后 根据 行 阶 梯形 矩阵 来 判定 参数 为 何 值 
时 线性 方程 组 是 否 有 解 
解 ” 对 增 广 和 矩阵 作 初 等 行 变 换 , 把 它 变 为 行 阶梯 形 和 矩阵 ， 有 
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 


0 1 2 2 1||о 1 2 2 1 
m= gq „1 о дей аат p| |o і =a йй Б 
3 2. 1 а -1 0 -I -2 а-3 -1 
тї 1 Ж .D 
0:1 ә 2-1 
Qz Laia Ü .- h+1 Ú 


00 0 а-1 0 
可 见 : 34 a=1 BF, R(A) =R(B) =4， 此 时 方程 组 有 唯一 解 ; 
当 a=1 且 2 和 关 -1 时 ,R4) =2, R(B) =3, К(А) = К(В), 此 时 方程 组 无 解 ; 
当 a=1 且 b= -1 时 , К(А) =R(B) =2 <4, 此 时 方程 组 有 无穷 多 解 , 此 时 


1111 0 l 0 —-1 -1 -1 

= 0 12 2 1 0 1 2 2 1 
ооооо 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
x3+ X, —] | 

同 解 方程 组 为 | 。 其 通 解 为 
MD = —2x, 一 2X4 +1, 

21 l l -1 

X2 一 2 – 2 

хз 1 0 

x, 0 l 0 


【 例 12-5】 已 知 B1, Bs, 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ах =b 的 两 个 不 同 解 ， ai , 是 对 应 的 齐 
次 线性 方程 组 Ax =0 的 基础 解 系 , ki , ks 为 任意 常数 , 则 方程 组 Ax =b 的 通 解 (一 般 解 ) 必 
是 | 


В. +› 22. 


(С) k, G| +k, (BI +В) 2-2 (р) К, а +k, (В; - B, ) 2122 а 


分 析 “本题 是 求 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 问题 . 由 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 的 结构 
МІ, Ax = b 的 通 解 为 其 一 个 特 解 与 其 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 线性 组 合 之 和 


由 此 对 照 4 个 选项 ,因为 全 他 是 Ax =0 的 解 , 不 是 Ax =b 的 解 ， 所 以 可 排除 (A) (С). 


在 (B) (руф, 22 是 方程 组 Ax =b 的 一 个 解 , 故 只 需 看 它们 前 两 项 的 和 是 否 为 对 


тои 显然 ,(D) 中 的 Bl - 80 Ах =b 的 一 个 非 零 解 , 但 是 否 与 
a 线性 无 关 不 能 确定 . 故 也 可 排除 . 剩 下 的 就 只 有 (B), Яа уа -ow 是 线性 无 关 的 ， 
所 以 (B) 是 正确 的 答案 . 

解 ” 应 选 (B). 

【 例 12-6】 设 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 3, 已 知 w , 0, 是 它 的 三 个 
Жш, Н э = (2,3, 4, 5)", т +m =(1,2,3,4)1, 求 该 方程 组 的 通 解 . 

分 析 本题 是 求 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 问题 ， 其 方法 是 : 按照 通 解 的 结构 , 应 找 出 
非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 (本题 选 | 即 可 ), 再 找 出 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 
系 ( 这 又 回归 到 基础 解 系 的 求法 问题 ). 

解 ”由 在 Ax =b rh, К(А) =3, 知 Ax=0 的 基础 解 系 中 含 4 -3 =1 个 解 向 量 . 又 因为 

£ =(m – 1) +(m -m3) =29 – (q. +з) = (3, 4, 5, 6)' 20, 
所 以 专 为 4r =0 的 基础 解 系 , 从 而 4x = b 的 通 解 为 
3 2 
4 3 
х= К +m =k ë + 4 |' (keR). 
6 5 

[0] 12-7] 设 和 矩阵 4 = (а, а,, а, а,), 其 中 , а,, а,, Qs 线性 无 关 , a, =2а, -а,. 向 
жр =a, +a, +a, +а,, 求 方程 Ax =b 的 通 解 . 

分 析 H b 的 表达 式 可 知 , hr =b 有 特 解 9 = (1,1, 1,1)". 因此 只 要 考虑 对 应 的 齐 
次 线性 方程 组 的 通 解 即 可 . 

解 ” 因 为 a,, аз, as 线 性 无 关 , 所 以 R(4) 23; 又 因为 a, =2а, -a3 =2a, -а, +0а,, 
п] la, а,, a3, Qa4 线 性 相关 , 所 以 R(4) <3. 综 上 可 知 R(A) =3, 故 Ax =0 的 基础 解 系 中 
含 4-3 =1 个 解 向 量 . 而 由 w – 2а, +a3 +0a4 =0 = (1, -2,1,0)750 即 为 4x =0 的 
基础 解 系 , 再 由 b=aj +а, +а, +а, Яу = (1, 1, 1, 1) 15 Ах = 的 一 个 解 . 故 Ax =b 的 
通 解 为 

1 


x=kë +m =k 19 ‚ (keR). 


0 
Ж НТА А, „х= р [А = (а, а, сб), х= (ху, х, +", x.) '] 可 
等 价 地 表示 为 x @ +х а +: +X, о, =b. 由 此 可 知 ,线性 方程 组 解 的 判定 或 求解 问题 可 
以 等 价 地 转化 为 回 量 组 的 线性 相关 性 (线性 表示 、 线 性 相关 或 无 关 ) 问题 . 


1 
_ 2 1 
1 
1 
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【 例 12-8】 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 
XI + 9 Xy д=-1, 
4x, +3x, +5х,- x, = -1, 
ах + х, +3x3 + bx, =1 
有 三 个 线性 无 关 的 解 . 

(1) 证 明 方 程 组 的 系数 矩阵 4 的 秩 R(A) =2; 

(2) Жа, b 的 值 及 方程 组 的 通 解 . 

分 析 (1) 只 要 证 明 所 给 的 非 齐 次 线性 方程 组 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 包 
含 两 个 线性 无 关 的 解 即 可 . 

(2) 按照 R(A) =2 еа, Р 的 值 , 然后 求 所 给 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 . 

解 (1) 容易 看 到 R(4) =2. 此 外 ,由 于 所 给 的 非 齐 次 线性 方程 组 有 三 个 线性 无 关 的 
f, al, о, аз, а-о, о -3 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 ,并且 它们 线性 无 
X. 事实 上 , ЖН ki, k,, HIS 

k (e, - а) + (о -as) =0, 
即 

(k, +k)a —k, a, — k, as =0, 
则 由 а, , a, , 线性 无 关 得 后 =k, =0, а —a,, а -上 线性 无 关 . 由 此 可 知 对 应 的 齐 次 
线性 方程 组 的 基础 解 系 中 至 少 包含 两 个 线性 无 关 的 解 , 所 以 R(A) <2. 因此 К(А) =2. 

(2) 对 4 施行 初等 行 变 换 , 得 

1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1 1 
| 3 5 -1 — 1 1 – 5 | – 1 1 – 5 | 
a 0 0 4-2a 4a+b-5 


~ 


1 3 р 0 1-а 3-а Ь-а 
_ [4-2а=0, К 
iH R(A) =2 得 | 解 此 方程 组 , 得 a =2, b= -3. 
4a+b-5=0, 


对 所 给 的 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 召 施 行 初等 行 变 换 , 得 


L 1 1 1 -1 ] l 1 l -1 l O 2 -4 2 
В=|4 3 5 -1 u, -1 1 -5 | l -1 5 | 
2-1 3 сы, 1 0 -1 1 -5 3 0 0 0 0 0 
X, = 一 2X3 +4x4 +2, 
同 解 方程 组 为 | 其 通 解 为 
х= х -5Х,-3, 
XI 2 4 2 
х2 1 _ 5 – 3 
. й, = k, | + k, ó + 7 (А, 5 eR). 
х, 0 1 0 


注 “ 齐 次 线性 方程 组 4 xnz =0 的 基础 解 系 包 含 的 解 的 个 数 上 =7m-RG4A)， 因 此 R(C4) 
=п-К. 本 题 就 是 按照 此 思路 证 明 (1) 的 . 
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À 1 1 
0 А-1 0 
1 1 А 


[0] 12-9] А = ,b=|1 |. 已 知 线性 方程 组 Ax = b 存在 两 个 不 同 的 


Q 
] 
1 


解 . 
(1) ЖА, а; 
(2) 求 方程 组 4x = b 的 通 解 . 
分 析 本题 考查 含 参数 的 方程 组 确定 参数 的 方法 , 并 求解 方程 组 . 解 此 题 的 要 点 是 理 
解 非 齐 次 方程 组 Ax =b 存在 两 个 不 同 的 解 这 个 条 件 , 由 此 得 系数 行列 式 |4 | =0 (有 解 的 必 
要 条 件 ) ,从 而 确定 出 A 与 a. 将 和 A 与 a 的 值 代入 方程 组 中 , 求解 就 是 常规 问题 了 . 
解 (1) 因为 线性 方程 组 Ax = 有 两 个 不 同 的 解 , 所 以 R(4) =R(A, b) <3. 由 
À ] 1 


À 1 
|А|=|0 А-1 0 -(х-1)|) =Q DG -1)® -0 
1 і А 
LA =l sk À = -1. 
当 和 =1 时, 48 R(A) =1, R(A, b) =2. 此 时 , 线性 方程 组 Ax =b 无 解 . 故 入 =1 应 
=. ( 
当 和 = -1 时 ， 


— 1 1 l a ] l -1 l 
Е 0 -2 0 1 | 一 2 0 ] 
] l -1 1 0 0 0 a+2 
# а= -2, 则 R(4) = К(А, b) =2 <3. 此 时 , 线性 方程 组 Ax =b 有 无 穷 多 解 . 故 入 = 
-1,а= -2. 


(2) 4À= -1, а= -2 时 , 因为 


3 

l | „1 3 K Ü =] 2 
(A,b)=|0 =2 0 1]- у о -Ll 

о о оо 2 

0 0 0 0 


故 线性 方程 组 Ax = b 的 通 解 为 
Т 
х= 001,0, 1)" +(5, =. 0), (其 中 ,上 为 任意 常数 ) 


【 例 12-10】 已 知 w =(1,0,2,3)T,mw=(1,1,3,5)T, а =(1，-1,a+2,，1) ， 
a = (1, 2,4, а+8) 及 B=(1,1,5+3,， 5) 
(1) а, 2 为 何 值 时 , B 不 能 表示 成 w , о, оз, a 的 线性 组 合 ? 
(2) 4a, b 为 何 值 时 , 8 有 ал, о, as, 的 唯一 的 线性 表示 式 ? 并 写 出 该 表达 式 . 
分 析 本题 是 讨论 参数 a, 5， 以 确定 向 量 Ө 能 和 否 由 向 量 组 ал, о, оз, оц ЕЖ Н) 
问题 ,其 实质 是 确定 一 个 线性 方程 组 是 否 有 解 ， 即 对 于 方程 组 
X| ал + X, 05 + Xs ез + X, G, = B 


Жа, b 为 何 值 时 , 无 解 和 有 唯一 解 . 
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解 设 B=x e), + x; а + Xs аз + хаад, Э! 


X, + X) + Хз + ху =1, 

х 一 Хз + 2х4 =1, 
2х; +3х, + (а+2) х; + 4х, =Ь +3, 
Зх + 5х, + хз + (а+8)х, =5, 


В 能 否 表示 成 w , а, as ,，a4 的 线性 组 合 ,转化 为 上 述 方程 组 是 否 有 解 的 问题 . 
对 增 广 矩 阵 作 初等 行 变 换 , ИЛАТ ЕРИ Е, 得 


1 1 1 iy ОЕ l L 4 F 1 >] 
б ТТЕ РШ | бї =й 3 | бї її 3 1 
Жз аҹ Bg I í а 9% b+l |0 0 аят о Bl 
35 1 а+8 5 0 2 -2 а+5 2 0 0 о a+l O 


(1) 当 a= -1,2 关 0 时 ,方程 组 的 增 广 矩阵 的 秩 为 3， 系 数 和 矩阵 的 秩 为 2， 方程 组 无 
解 ， ВЖЕ В 不 能 表示 成 а, G, аз, a4 的 线性 组 合 . 
(2) 当 az -1 时, 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 4, 方程 组 有 唯一 解 , 即 此 时 B 有 о, о, 


2b р+1 р 
аз, ал — ЕЖЕТ, 这 时 , ху = 0, о = 07, ду, 0, Н 


а+1’ а+1 ° +1 


2Ь a+b+1 А b +0 
ач а +1 e а +1” a 


【 例 12-11】 已 知 向 量 组 @ =(1, 0, 1)", а = (0, 1, 1)", аз = (1, 3, 5) 不 能 由 向 
ВЕ В, =(1, 1, 1)", В, =(1, 2, 3)", B3=(3,4, а) 线性 表示 . 

(1) 求 a 的 值 ; 

(2) 将 BI ‚ В›, B, а, G, 3 线性 表示 . 

分 析 (1) 回 量 组 wm ，a ，a3 不 能 用 Bi В, В. 17 ©К(В,, В, Вз) <R(e,, 
a, , 3) 和 3 后， B, ，B3 线 性 相关 . 

由 此 可 求 出 a 的 值 . 

(2) 将 B1, В, ВЧ ау, о, 线性 表示 ， 只 需 解 和 矩阵 方程 

(81, В, Вз) = (а, о, аз) Куз, 


求 出 系数 矩阵 К, x3 即 可 . 
1 Ü 1 
解 (1) На, а, а= 10 1 3]=1=0, а, а, @; 线 性 无 关 , ао, ao, 
I 41 Š 
о ВЕН В,, В, B; 线 性 表示 SB1, В, PB; 线性 相关 ， 即 
3.1. 3 1 1 3 k | 3 
|\8\,8›,8з|=|1 2 4|=|0 1 1 |=|0 1 =a-5 =0, 
16 m а 0 2 a-3 0 0 a-5 
所 以 a = 5. 


(2) 万 程 组 x ai +X, 05 +хз оз =В,(] =1, 2, 3) 90, 即 B1, Bs, Вз о, о, 
а, Ж (еу, в, а, :В,, B>, В) 作 初等 行 变换 , 有 
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1 0 1 1 3y 1 1 L зу тп оттп 1 
0 1 3 1 2 4 |+ 0 1 3 1 2 4|~I0 1 3 1 2 
11913 3 0 1 4 022 0 0 1 -1 0 
1 0 0 2 1 Ж 
~|0 1 0 LE) 
0 0 1 -1 0 -2 


所 以 


В, =2е@, +40 - аз, В, = а] +20, В; = 50 + 102, – 2а}. 
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13 两 个 线性 方程 组 有 公共 解 的 判定 及 求法 


13.1 解 题 方法 

讨论 两 个 线性 方程 组 有 公共 解 的 常用 方法 有 : 

(1) 根据 两 个 方程 组 有 公共 解 的 条 件 , 把 这 两 个 方程 组 联 立 后 的 方程 组 也 应 有 解 , А. 
其 解 即 为 所 求 的 公共 解 ; 

(2) 把 一 个 方程 组 的 解 代 和 人 另 一 个 方程 组 中 , 由 此 确定 它们 的 公共 解 ; 

(3) 令 两 个 方程 组 的 通 解 相 等 , 由 此 确定 成 立 的 系数 关系 , 进而 求 出 公共 解 ; 

(4) 确定 两 个 方程 组 同 解 时 ， 只 需 验 证 这 两 个 方程 组 的 通 解 相同 . 


13.2 ”典型 题解 析 


[113-1] А Ж п [ЗО БЕ ‚А ЖА АЈА Е, 则 对 于 线性 方程 组 (人工 ) : 4x=0 
和 (I) : ATAx=0, 必 有 | 

(А) (П) ВЕ (Т) ШЖ, (Т) 的 解 也 是 〈( 工 ) 的 解 

(B) (H) Е ОТ) 的 解 ,但 ( 工 ) 的 解 不 是 СП) 的 解 

(С) (Т) АИЛ (П) ШЖ, (П) 的 解 也 不 是 ( 工 ) 的 解 

(D) (1) 的 解 是 (I) 的 解 , А (H) 的 解 不 是 ( 工 ) 的 解 

分 析 баж (1) 的 解 , 则 4a =0, 那么 (4I4)aw=4':(4a) =4 0=0, 即 a 是 
(H) 的 解 . 若 B 是 ОП) 的 解 , MUJ AT Ag =0， 上 式 用 BT 左 乘 得 B74" 4B =0, 即 (48) ' 
(АВ) =0, ЖАВ =0, В (Т) 的 解 . 所 以 ( 工 ) 5 (H) 同 解 . 故 应 选 (A). 

解 应 选 (A). 


X + X + х;=0, 
【 例 13-2] 设 方程 组 (1) [xr +2z + axs =0, 与 方程 (下 ) x +2x + =a -1 42 
ху +4х, + Q” хз =0 
共 解 , 求 a 的 值 及 所 有 的 公共 解 . 
分 析 ”由 于 本 题 的 两 个 方程 组 都 具体 给 出 , 所 以 根据 有 公共 解 的 条 件 , 可 把 这 两 个 方 
程 组 联 立 后 求解 , 且 其 解 即 为 所 求 的 公共 解 ; 也 可 以 把 一 个 方程 组 的 解 代入 为 一 个 方程 组 ， 
确定 它们 的 公共 解 . 
解 ”解法 一 : 把 方程 组 ( 1) 5 (H) 联 立 , 得 方程 组 
Xi + X, + X, =0, 
(Ш) X, +2х› + Е =0, 
X, +4x, +G хз =0, 
X +20 + X, =a-1, 
则 方程 组 ОШ) 的 解 就 是 方程 组 ( 工 ) 5 (П) 的 公共 解 . 
对 方程 组 (Ш) 的 增 广 矩阵 作 初等 行 变 换 ， 有 
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57 
l 1 1 0 l O l 1-а 
Жа l 2 а 0 _ 0 1 0 а-1 
l 4 a 0 0 0 a-l 1-а 
1 2 1 а-1 0 0 0 (а-1)(а-2) 
ШУА (Ш) 有 解 全 (ae-1)(e-2) =0, 即 a=1 或 a=2. 
l 0 1 O 
0 1 0 0 
当 a=1 时 ,B~ ева ， 此 时 方程 组 ( 亚 ) 的 通 解 为 k( -1,0, 1)7(K 为 任意 常 
0 0 0 O 
数 ), 即 为 方程 组 ( 工 ) 5 (H) 的 公共 解 . 
l 0 1 -1 1 0 0 0 
0 i O l 0 1 O l 
当 a =2 时 , B ~ ó ü L —41” ач _ 1 | НЛА (Ш) 有 唯一 解 
0 0 0 0 0 0 0 0 


(0, 1，-1) , 这 也 是 方程 组 (I) 5 (H) 的 唯一 公共 和解 . 
解法 二 : 先 求 出 方程 组 ( 工 ) 的 解 ,其 系数 行列 式 
1 1 1 
1 2 а 
1 4 а? 
ҷат1 Н а#52 B, 齐 次 方程 组 (1) 只 有 零 解 , 但 零 向 量 不 是 方程 组 (П) 的 解 , 所 
以 方程 组 ( 工 ) 5 (П) 的 公共 解 只 在 a=1 或 a=2 时 才 有 可 能 . 
当 a=1 时, 对 方程 组 ( 工 ) 的 系数 和 矩阵 作 初 等 行 变换 ,， 有 
l 1 1 I 0 1 
1 0, 
1 4 1 0 0 O 
得 方程 组 ( 工 ) 的 通 解 为 k( -1, О, 1)"(k 为 任意 常数 ), 而 此 解 也 是 方程 组 (П) 的 解 . 
故 方程 组 (1) 5 (H) 的 公共 解 为 k( -1, О, 1)"(k 为 任意 常数 ). 
当 a =2 时 , 对 方程 组 (I) 的 系数 矩阵 作 初 等 行 变换 ， 有 
l 1 1 I 0 O 
I 2' 2 ї YL 
I 4 4) \0 0 0 
故 方程 组 ( I) 的 通 解 为 kK0，-1, 1)'(k 为 任意 常数 ), 把 x =0, x, = -k, x3 =k 代 入 方 
Ж(П), 解 得 k= -1. 因此 方程 组 ( 工 ) 5 (H) 的 公共 解 为 (0, 1，-1) . 


+x, =0, 
[#1 13-3] 设 四 元 齐 次 线性 方程 组 (I) 为 | 。 "又 已 知 某 齐 次 线性 方程 组 


=(a=1)(a-2). 


А = 


~ 


‚= 
(H) 的 通 解 为 后 (0, 1, 1,0) +k(-1,2,2,1).. 

(1) 求 线性 方程 组 ( ) 的 基础 解 系 ; 

(2) 问 线 性 方程 组 ( 工 ) (П) 是 否 有 非 堆 公共 解 ? жа. 则 求 出 所 有 的 非 零 公 共 
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解 . 若 没有 , 则 说 明理 由 . 

分 析 “本 题 的 关键 是 如 何 理解 方程 组 ( I ) ( H) 有 非 零 的 公共 解 . 具体 求法 : 一 是 由 
(1) (H) 的 通 解 表达 式 相等 来 确定 ; 二 是 将 (H) 的 通 解 代入 (Т) h, 看 是 否 存在 非 零 
的 数 操 和 己 满 足 方程 而 确定 ( 工 ) 和 (IH) 有 无 非 零 公共 解 . 


1 1 0 0 X| = - х, 
#8 (1) 由 已 知 ，( 工 ) 的 系数 矩阵 为 |。 | 0 1). Ишт» | NW 
Е X4 = %, 
( 工 ) 的 基础 解 系 可 取 为 (0, 0, 1, 0), (1,1,0, 1)". 其 通 解 为 所 (0, 0, 1, 0) +0, 


EL 
(2) 解法 一 : 56 (0, 1,1, 0) +0(-1, 2, 2, 1) =, (0, 0, 1, 0) +k (-1,1, 
0, 1)7, 解 得 后 = -k, k, = =k, =k, 故 其 非 零 公 共 解 为 
-k(0,1,1,0)!+k(-1,2,2,1)1=k(-1,1,1,1)T (x0, 且 为 任意 常数 ). 
—k, +, +2k, =0, 
解法 二 : (П) 的 通 解 代入 方程 组 (l) 中 , 则 有 | 解 得 后 = 
k, +2k, — k, =0, 
-k,. ЦК = – 0, 30 В|, 8 
k (0,1,1,0)!+b(-1,2,2, 1) =0(-1, 1,1,1)! 
满足 方程 组 ( 工 ) ( H), 78 (Т)СП) 9323696, ТА ЧАЕЗ ДИЕ (1,1,1, 
l)! (k 关 0, 且 为 任意 常数 ). 
【 例 13-4] 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 


X| + X> 一 2X4 一 –6, X| + тх, — Хз 一 Хх = 一 3 ， 
(I) {4х,-х,-х,- х=1, (H) пху a ee =. 11, 
Зх – 5 — х3 =3, хз —2x, = 1+1. 


(1) 求解 方程 组 ( 1), 用 其 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 表示 通 解 ; 

(2) 当 方 程 组 (П) 中 的 参数 m, n, t 为 何 值 时 , 方程 组 (I) 5 (H) 同 解 ? 

分 析 ”利用 初等 行 变换 判定 出 线性 方程 组 (I ) 的 解 的 情况 , 并 写 出 其 通 解 . 将 此 解 
分 别 代 入 方程 组 ( 五) 的 三 个 方程 中 ,分别 求 出 m, n 和 +， 最 后 要 特别 注意 验证 方程 组 
(H) 的 通 解 与 方程 组 (  ) 的 通 解 完全 相同 . 

解 (1) 设 方程 组 (Т) 的 系数 矩阵 为 4、 增 广 和 矩阵 为 BJ， 对 B1 作 初等 行 变换 , 得 

1 1 0 -2 -6 1 0 0 -1 -2 
‚| “nal 1 J ї 0: <t е4], 
3 -1 -1 0 3 0.0 1 =2 -5 
H. R(A,) =R(B,) =3 <4， 所 以 方程 组 有 无 穷 多 解 , 且 通 解 为 


А l -2 
X2 ] –4 
= К + (k 为 任意 常数 ). (ж) 
Хз 2 _5 
х; 1 0 


(2) 将 通 解 ( ж) ИКЛ (H) 的 第 一 个 方程 , 得 
(k-2)+m(k-4)-(2k-5)-k= -5, 
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解 得 m =2; ВЕ (+) КАЛ (П) 的 第 二 个 方程 , 得 
п(к-4) – (20-5) -2к= -11, 
解 得 =4; 将 通 解 ( * ) 式 КЛ (H) 的 第 三 个 方程 , 得 
(26=5) „рь 1, 
解 得 t=6. 因此 , У (П) 的 参数 m=2, п=4, 1=6. 即 当 m=2, п=4, t=6 BF, 方程 
组 ( 工 ) 的 全 部 解 都 是 方程 组 (П) 的 解 . 这 时 , 方程 组 (П) 化 为 


X, +25 - 03 - X =-5, 
4х, хз -2х, = 11, 
Хз 一 2X4 = _ 5. 


设 方程 组 (П) 的 系数 矩阵 为 4 、 增 广 和 矩阵 为 B,. 对 B, 作 初等 行 变换 , 得 
I 2 -1 -1 -5 (1 0 0 -1 -2 
0 4 -1 -2 -1 1 0 -1 -4|. 
00 1 -2 -5) 0 01 -2 -5 
Р, 方程 组 ( 工 ) 的 通 解 为 


~ 


XI l =й 

х2 1 -4 — 
=k| |+ ， (上 为 任意 常数 ) 

Хз 2 _ $ 

х, 1 0 


显然 , 方程 组 ( ) (I) 的 解 完 全 相同 , 即 方程 组 (I[ )(H ) 同 解 . 

Ж (1) 本 题 把 ( 1) 的 特 解 ( -2，-4，-5, 0) 代入 ( 开 ) 中 的 三 个 方程 , 也 可 得 т, 
п, ІВ; 

(2) 45 т, п, 上 后 ,必须 验证 (П) 的 解 为 ( 工 ) 的 解 . 
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14 ”外 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 求法 


14.1 解 题 方法 

I. 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 求法 

(1) 如 果 方 阵 4 是 “抽象 型 矩阵, 即 和 矩阵 的 元 素 没 有 具体 给 出 的 矩阵 , 求 此 类 型 矩阵 
的 特征 值 、 特 征 向 量 的 基本 方法 是 : 

@ 利用 定义 式 4a = Aa(a 0), 满足 关系 式 的 和 为 4 的 特征 值 , a 为 对 应 于 入 的 一 个 
特征 向 量 ; 

(©) 利用 特征 方程 14 -AE| =0 ЖА, 进而 求 对 应 的 特征 向 量 . 

(2) 如 果 方 阵 4 是 “数值 型 "矩阵 , ВЖЕ А = (ay ) ;x 中 元 素 oj 全 为 常量 的 和 矩阵， 则 
求 此 类 型 矩阵 的 特征 值 、 特 征 向 量 的 基本 方法 是 : 

@ 求 特征 方程 |4 -AE| =0 的 全 部 根 , ВА 的 全 部 特征 值 ; 

@ 对 于 4 的 每 一 个 特征 值 和 ;, 求 齐 次 线性 方程 组 (4 - A; E)x =0 的 一 个 基础 解 系 , 那 
么 该 基础 解 系 的 所 有 非 零 线性 组 合 就 是 对 应 于 和 ;的 全 部 特征 向 量 . 

H. 和 矩阵 的 特征 值 的 一 些 重要 性 质 


(1) ЖЕ А 的 迹 tr(4) = > a; = Ул; 
=, : 


(2) п Ж ЕА 的 行列 式 |4| = Пл 
=] 


(3) 设 入 为 方 阵 4 的 特征 值 , 则 КА, аА +b, А", ç -人 分别 为 КА, аА +bE, А", 


4- ,4 "的 特征 值 (КНК, а, b 均 为 常数 , me Z+) . 
一 般 地 , ЖАА 的 特征 值 , 则 gp(A) 是 gp(4) 的 特征 值 . 其 中 
Ф(А) =a +a, А+ +a, А", @(A)=a Е +а А +: +a, А". 
14.2 ”典型 题解 析 
【 例 14-1] 已 知 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 -1, 1, 2,， 则 和 矩阵 吾 =(34” ) ”的 特征 值 为 


(A)1, -1, -2 (B) 


С 站。 6 т 5" 

分 析 “本题 考 查 方 阵 特征 值 的 性 质 . 可 证 明 : ЖА п 77 A 的 特征 值 , 则 

DA" 为 4* 的 特征 值 , 一 般 地 , p(A) =ao+alA+aA2+…+ad An 为 (4) =a Е + 
a A +a, А? +…+an А" ЫН; 


Q) 人 为 4-! 的 特征 值 ; (可 证 : 若 4 Їй, 则 A4 的 特征 值 均 不 为 夫 ) 


М _1 
6* 3 
_1 


_ 1 
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Э Ард" ВЕН. (ЯМЕ: А 可 首 ) 


利用 上 面 的 结论 23) 即 可 求 出 矩阵 B= (ЗА * ) “的 特征 值 . 
因为 矩阵 4 的 特征 值 为 -1, 1, 2, w -2, -1. 所 以 34 “的 特征 值 


236, —6, —3, МІШ(ЗА*) [的 特征 值 为 <， =, = (BB 


解 应 选 (B) . 
注 ”本题 中 所 列举 的 性 质 应 牢记 . 


【 例 142】 设 =2 是 非 奇 异 矩阵 的 一 个 特征 值 , 则 矩阵 (二 42] ”有 一 个 特征 值 等 
于 


4 3 1 1 
(А) = (В) + (С) = (D) т 
分 析 "本题 也 是 考查 方 阵 特征 值 的 性 质 ， 利 用 例 14-1 中 的 结论 @@ 即 可 求 出 矩阵 
-1 
(3742) 的 特征 值 因为 =2 是 非 奇 异 矩阵 4 的 一 个 特征 值 , 则 矩阵 二 42 有 一 个 特征 值 


> = 所 以 (4?) ”有 一 个 特征 值 (了) | =. 故 应 选 (B) 


解 ” 应 选 (B). 
【 例 14-3】 设 4 是 3 ИЖЕ, а, a, ,是 三 维 线性 无 关 的 列 向 量 , H. 
Ae, =e, - а, + Заз, Аа, =4e, – За, + 5оз, Ааз = 0. 
ЖЖ А 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
分 析 本题 属于 抽象 矩阵 求 特征 值 和 特征 向 量 的 问题 , 应 从 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 
出 发 , 根据 所 给 条 件 进行 计算 . 
解 由 Aas=0=0.@ 知 A=0 是 4 的 特征 值 , a; 是 对 应 特征 值 和 A=0 的 特征 向 量 . 而 


由 条 件 可 知 
A(a,, о, as) = (ау - о, + Заз, Аа -3a +Sas ，0) 
1 4 0 
= (2а, в, аз)| – =з 0 |, 
3 5 0 


i P = (а, а, а), 由 ал, а, оК Я Е P пуй, 进而 书 - АР =В, 其 中 


1 4 0 
B=| -1 -3 0|. 


3 5 O 
又 因为 矩阵 В 的 特征 多 项 式 为 
J=88 3 0 
|B-AE| = -3-А 0O0|=-A(A +1), 
| 3 5 А 


所 以 矩阵 B 的 特征 值 为 -1，-1, 0. 因为 相似 矩阵 的 特征 值 相 同 , СЕЕ A 的 特征 值 也 为 
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„1, =1, Ü. 
对 于 和 矩阵 BB， 因为 
rk 
В+Ё=| =1 -2 0 | 1 = 
з 51) (0 о о 


所 以 矩阵 妃 对 应 于 特征 值 = -1 的 特征 向 量 为 B= ( -2, 1, 1)" 

若 BB = АВ, ЁР" 4P)B=AB, 即 4(PB) =A(BB), 故 矩阵 4 对 应 于 特征 值 M = -1 
的 特征 回 量 为 
_ 2 
J -20 +G, + as. 
1 
因此 ， k, ( -2al +a +аз), k, оз ЭПЖ Е А 对 应 于 特征 值 A= -1 和 和 =0 的 特征 向 量 
(k, k #0). 

Ж 本题 中 涉及 如 下 有 用 的 结论 : 设 4, В 都 是 n ИВЕ, Н Р! АР=В (А 5 B 
相似 ) .如果 B 的 特征 值 入 对 应 的 特征 向 量 为 x, 则 4 有 特征 值 入 , 且 对 应 的 特征 问 量 为 


РВ = (e), о, Gs) 


Рх. 
3 Жой 0 1 0 | 
【 例 14-4】 设 和 矩阵 4=|2 3 2|,Р=|1 O 1 ,B=P-!A* Р, В +2Е 的 特征 值 
2 2 3 0 0 1 


与 特征 向 量 , 其 中 , 4* 为 4 的 伴随 矩阵 , E 为 3 阶 单位 矩阵 . 

分 析 本题 应 先 求 4 的 特征 值 , 再 利用 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 计算 B +2E 的 特征 值 
与 特征 向 量 . 

解 由 
3-А 2 2 


|А-АЕ|=| 2 3-A 2 |=(7-A)(AÀ-1)2 


(А,Ь "4:22 BJ ЖЖ). 


а = К, 


(k. ЛЖИ Я). 


2 ? Зд 
得 4 的 特征 值 为 A = 和 A, =1, А, =7 (由 此 知 |4| =1х1х7 =750). 
属于 Ai =А› =1 的 特征 回 量 为 
ў =] 
li+k, 0 
0 1 
属于 As=7 的 特征 癌 量 为 
| 
| 
| 1 
ЙА 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 为 x, 则 由 4x = Ах 得 
(B+2E)P-!xy =(P-!A* P+2E)P -!x=P-l!A* x+2P-!x 
га бх +2Р7!х = up х). 


=р-!. 
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由 此 可 见 , B +2E 的 特征 值 为 = 上 4 +2， 属 于 六 的 特征 向 量 为 P-1x 因此 B+2E 


À 
有 特征 值 z, =u, =9, us =3. 
属于 Ai =u =9 的 特征 向 量 为 
0 1 дү" _1 -1 0 1 -1 -1 _ 1 
| 0 1 С ү || 0 А ы '| 
001 0 \ 1 0 0 1 0 l 


| =] 
=ki| -1 |+ 1 (ki , АМАА). 
0 | 
属于 3 =3 的 特征 回 量 为 
0 1 оү! 1\ /0 1 -1 | 0 
a 0 1| .®|1|=|1 0 ”01|.k|1|=k|1| (是 不 为 零 的 常数 ). 
Ó Ó 1 1) (00 1 l | 


Ж 本题 中 涉及 如 下 有 用 的 结论 : 设 4, В #0 п ЖЕЕ, B. P -' AP =B (А БВ 
ЛАД). 如 果 4 的 特征 值 A 对 应 的 特征 向 量 为 x, 则 吾 有 特征 值 A, 且 对 应 的 特征 向 量 为 
Р" y. 

a – 1 ё 
5 b 3 
1-с О -a 
有 一 个 特征 值 Me， 属于 Ao 的 一 个 特征 向 量 为 w=( -1，-1,1)", 求 a, b, сл. 

Ліп ” 题 设 与 伴随 和 矩阵 A* 有关 ,自然 想到 利用 A4* =A* А = [А |E 进行 化 简 . 另外 ， 
本 题 是 求 特征 值 的 逆 问 题 , 且 题 设 已 知 某 特征 向 量 , 因此 需要 从 特征 值 、 特征 向 量 的 定义 
A "a= )ÀoÁ a 着 手 分 析 . 

解 ” 根 据 题 设 可 得 A4* = |A|E= -E #lA* а=лЛа. Ж АА* а= -Ea = -a, 


所 以 Ao Aa = – о, В| 
a — 1 сү – 1 – ] 
1-с О -a 1 1 


м -а+1+с) =], 


【 例 14-5] 设 和 矩阵 4 = ， 其 行列 式 |4| = -1 又 4 的 伴随 矩阵 4 


9 


由 此 可 得 


Ao( -5-b+3)=1, 
Ao( -1+c-a)=-1, 
由 式 四 和 式 @, 解 得 Ao =1. 将 Ao =1 代 入 式 @ 和 式 @, 得 b= -3, a =c. 
由 |4|= -1 和 ae=c, 有 


@ @ @ 


a _1 a 
5 一 3 3 
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W asw<e=2, БИ a =2, b= -3, c=2, Ае =1. 

【 例 146】 З 阶 方 阵 4 的 特征 值 MA =1, А =0, Аз = -1 所 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 
pi = (1, 2 2) p. =(2, -2,1y 1, p. =( -2, -1,2)', ЖА. 

分 析 “本题 是 一 个 由 矩阵 的 特征 值 、 特 征 回 量 反 求 矩 阵 的 问题 . 


1 2 -2 1 2 2 
解 <Р=(ру,р,,р;)=|2 -2 -1 ‚ШР! = 2 -2 1|. 
2 1 2 -2 -1 2 


所 以 , ЊН Ар, = А;р;(і=1, 2, 3) 得 A(pi, р, рз) = (À (pi, А po, Азр»), № 
А = (л; ру, А ро, Азрз) (pi, Рг, ps) ` 


10 2 1 22 10 2 
о паа ота 
> 0 -2 2-12 2 2 0 
注 “ 本 题 中 求 己 ”有 特殊 的 技巧 : 因为 矩阵 了 的 列 向 量 两 两 正 交 , 且 长 度 均 为 3, 故 
1 2 -2 
寺 P= 村 | 2 -2 -1 坟 正 交 矩阵 ,而 正 交 矩阵 的 转 置 矩阵 就 是 送 和 矩阵 ， 所 以 
р 3 
ia |ы И Е 
ЗР"! = [+ P) -| 让 -2 -1|| = 2 -2 | 
2 1 2 8: јо 
故 


1 7 9 
Рі == 2 єй Ll. 
= ¿3 Š 


【 例 14-7】 设 3 ИЖА 的 特征 值 AM; = 1, А, =2, Аз =3, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 志 = 
(1,1, 37, 5,201.22, 4), £, =(1,3,9y7, УИШН @=(1, 2, 3) 

(1) ВЖЕ, 2, & 17; 

(2) ЖА"В (n 为 自然 数 ). 

分 析 问题 (1) 由 题 设 可 以 看 出 , 本 质 是 解 一 个 线性 方程 组 . 问题 (2) 中 的 4" 通常 
是 把 4 化 为 相似 标准 形 , ВА = PUMP- , 其中, A = diag {A1, А, >, А„}, HJ A" = PA" 
P-! 但 利用 A" £, = Ar ;去 求 会 更 方便 些 . 

解 (1) 1 В = х! £, + x, £, + xs ёз, 代入 数值 后 得 方程 组 


L. 3 ТАМ Үү {4 
= |1 
" 
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得 唯一 解 x=(2，-2, 1) , Ж B =2ë, -2é, +,. 


65 === 


(2) 方法 一 А" В = А" (人 26 -2ё, +ё;) ， H Аё, =À,£/f$ А" £, = À; £ (i=1, 2, 3). 


故 А" В =2A" £, – 2А" £, +A" £s =2A1é1 -2À2 £ + Аз ёз 
l l l 2 = 
= | 
1 4 9 D —_2n+3 „3"+2 
1 0 O 
方法 二 : 5 Р= (ё, &,, &,), ШР" АР=|0 2 0 |, 于 是 
0 0 3 
1 0 
A=P|0 2 i 
0 
1 Ó Ow l 0 0 
А"=Р|0 2 0| P'!=P|0 2" 0 P`, 
0 0 3 0 0 3 
1 0 OY 1 1 1Y1 0 0 
4"B =Р|0 2 0|1P-pB=|1 2 3|0 2" О0О | -2 
0 0 3 1 4 9 人 0 0 3" 


py 38 


p _ 2n+2 +3" +! 


2 = +3" +2 
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15 方 阵 可 相似 对 角 化 的 条 件 与 对 角 化 方法 


15.1 解 题 方 法 


I. 方 阵 可 相似 对 角 化 的 条 件 

(1) ЖА 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 则 4 可 对 角 化 , 否则 不 可 对 角 化 . 

(2) 阁 A4 有 nn 个 互 异 的 特征 值 , 则 4 一定 可 对 角 化 . 

(3) 方 阵 4 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 4 的 每 个 重 特征 值 对 应 的 线性 无 关 的 特征 回 量 
的 个 数 等 于 该 特征 值 的 重 数 . 

(4) ЖА 为 实 对 称 和 矩阵 , 则 4 一 定 可 对 角 化 . 

Ж ” (2) 中 的 条 件 仅仅 是 充分 的 . 

П. 方 阵 相似 对 角 化 的 具体 步骤 

(1) KH AA 的 全 部 特征 值 MA А, ，…，An; 

(2) 对 每 个 A;(i=1, 2，…, п), 求 齐 次 方程 组 (4 -А,Е)х=0 的 基础 解 系 , 得 n 1 Ж 
性 无 关 的 特征 问 量 pi，, рз, +, pn; 

(3) 令 P=(pi, р, `` Pn), 则 PP AP=diag(A1,A2，…, А„), ЖФА, А, "~, А, 
为 p1, ро, `, Pn 对 应 的 特征 值 . 


15.2 ЯЯ ИТ 
l > 1 9% 
[01151] 已 知 志 =| 12 Ж #А=| 5 а 3| 的 一 个 特征 向 量 . 
– 1 – 1] b -2 


(1) 试 确定 参数 a, b 及 特征 向 量 专 所 对 应 的 特征 值 ; 

(2) [J А 能 否 相 似 于 对 角 阵 ? 说 明理 由 . 

Літ 本题 是 已 知 特征 向 量 反 求 参数 的 问题 , 可 以 直接 利用 定义 Аё = AE 得 到 一 个 关 
ТА, a,b 的 方程 组 , 由 此 可 解 出 和 A, a ü b; ПА 能 否 相 似 于 对 角 阵 , 更 直接 的 判定 方法 是 
A 的 每 个 特征 值 的 重 数 ( 22) 是 否 与 其 对 应 的 线性 无 天 的 特征 向 量 的 个 数 一 致 


2 -—-1 2 1 1 2-1-2=А, 
Юй (1) ШнАё/=Лё2,1#| 5 а 3 1= А! l BD asa 
– 1 b -2 人 -1 _1 -1l+b+2= -А, 
解 得 入 = -1,a= -3,b=0. 
(2) 由 
2 -1 2 2 一 人 – 1 2 
Ач # Bi 3) |А-АЕБ|=| 5 -3-А 3 |=—-(А+1})? 
_1 0 -2 - 1 0 -2-А 


知 A= -1 是 4 的 三 重 特征 值 . 而 由 R(4 +E) =2 <3 知人 = -1 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 
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量 只 有 一 个 , Ék A 不 能 相似 于 对 角 阵 . 
l 2 -3 
[115-2] 设 和 矩阵 4 =| -1 4 -3 | 的 特征 方程 有 一 个 二 重 根 , Жа 的 值 , 并 讨论 4 
1 a 5 


征 否 可 相似 对 角 化 . 
分 析 首先 从 4 的 特征 多 项 式 人 手 , 利用 有 二 重 特征 根 确定 a 的 值 , 然后 算出 二 重 特 
征 根 Ao, 则 由 R(A -AoE) 即 可 确定 4 可 否 相 似 对 角 化 . 


解 
1-А 2 -3 2-А А-2 0 
|А-АЁ|=| -1 4-A -3|=|-1 4-A -3 
1 а 5-А 1 а 3 一 人 
2-A 0 0 
=| -1 3-А —3 |=(2-A)(A2-8A +18 +3а). 
l а+1 5-А 
下 面 分 两 种 情形 讨论 а 的 值 . 
(1) 若 二 重 特征 根 为 2, 则 (А? -8A+18+3a) jl- =0, а= -2, 此 时 另 一 个 特征 
і 2 9 
ЖУА =6. 于 是 得 4=| -1 4 -3|1. 由 于 
1 =9 8 
-1 2 -3 I — 3 
Е 3. ы |= 0 O|, 
1 — Я 0 0 0 


所 以 К(А -2E) =1, 因此 , ЖТА =2 的 线性 无 关 的 特征 向 量 有 两 个 . 故此 时 4 可 对 角 化 . 
(2) 车 二 重 特征 根 不 为 2, 则 方程 A? -8A +18 +3a =0 应 有 重 根 , 从 而 有 ( -8) - 


l 2 一 9 
2 Ај Е 1 2 saa Р 
4(18 + За) =0, Ва = гт 此 时 4 = м ， 以 及 二 重 特征 根 为 =4. 由 于 
1 w= 5 
2 
_3 Ж =3 l = 1 
й=аЁ=| 一 е. 2 ; 
> 0 -二 -2 
3 
{ = 1 
0 0 0 


所 以 R(4 -4E) =2, 因此 , 属于 和 =4 的 线性 无 关 的 特征 向 量 只 有 一 个 . 故此 时 A 不 可 对 
角 化 . 
l —1 1 
x 4 y 
“3 =3 3 
的 二 重 特征 值 ， 试 求 可 逆 矩 阵 己 , (848 P `! АР 为 对 角形 和 矩阵. 


【 例 15-3】 ЖҒА = , 已 知 4 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , À =2 ЖА 
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分 析 题 设 4 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 隐 含 4 可 对 角 化 , 因此 , 对 应 于 二 重 特征 
{Н А =2, 一 定 存在 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 即 3 - R(A -2E) =2, 从 而 有 R(A -2E) = 
1. 由 此 可 确定 参数 x, у. 至 于 求 可 逆 和 矩阵 Р, 使 得 己 ” AP 为 对 角形 和 矩阵 , 则 是 常规 问题 . 

解 ”因为 4 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , A=2 是 4 的 二 重 特征 值 , 所 以 4 对 应 于 入 = 
2 的 线性 无 关 的 特征 向 量 有 两 个 , 故 К(А -2E) =1. 又 因为 

-1 -1 1 1 1 — 1 
A -2E = £ 2 中 2-х X+y |, 


= =3 3J (0 #0 0 
1 1 1 

2 4 а) 
再 由 特征 值 的 性 质 A +A, +A3 =1 +4 +5 可知, 第 三 个 特征 值 A; =6. 
对 于 特征 值 MA; = л, =2,， 解 方程 组 (4 -2E)x =0. 由 

“м 1 TS fl 1 =l 
272 5 еб 0 0 
-$$ -3 3) 10 0 0 


解 得 对 应 的 特征 向 量 为 pl = ( -1, 1, 0)", р = (1, 0, 1)". 
对 于 特征 值 和 3 =6, 解 方程 组 (4 -6E)x =0. 由 


于 是 2 -x=0,x+y=0, 解 得 x=2,y= -2. ВА = 


А -2E = 


L. 


l 
ы у" “ж 
а) к вй 二 бт Š 
4 <= =l 3 
00 O 
解 得 对 应 的 特征 向 量 为 p3 =(1，-2, 3) . 
= 1 1 2 0 O 
so 1 0 -2|, 则 P 了 可 逆 , 且 忆 -4P=4= 2 ' 
01 3 0 0 6 
3 š —- 
[01 15-4] 设 和 矩阵 4=| -k -1 1 [B] k 8 Rf, ЕЕ АГЕ [ 已, 使 得 
а 2 =3 


P-! АР 为 对 角形 矩阵 ? 并 求 出 已 和 相应 的 对 角 和 矩阵 . 
分 析 本题 相 当 于 A 可 对 角 化 的 问题 ， 即 要 求 每 个 特征 值 的 重 数 与 对 应 的 线性 无 关 的 
特征 向 量 的 个 数 是 一 致 的 因此, 应 先 求 出 4 的 特征 值 , 再 根据 特征 值 的 重 数 与 对 应 线性 
无 关 的 特征 向 量 的 个 数 相 等 ,导出 相应 的 R(A -AE) 应 满足 的 条 件 , 从 而 确定 出 的 值 . 
解 由 
] -л 2 -2 
0 А+1 -Kk 
0 0 À +] 


3—À 2 -2 


|A-AE|=] -k -1-A k = (А +1)2(1-А) 
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知 , А 的 特征 值 为 A =A, = -1, А, =1. 
由 题 设 知 , 对 应 于 二 重 特征 值 At =Az = -1, 必 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 因此 有 


R(A +E) =1. 
xqA)=ÀAO 三 一 1 j 

4 2 -2 4 2 -2 

wa 0 ВЕ 0 J 
4 2 -2 


H R(A +E) =1 知 , 必 有 k=0. 此 时 


4 2 -2 1 
А+Е=|0 0 “|0 


0 0 0 


2 2 -2\ /1 0 -1 
a -2 | 1 | 

4 2 -4) 00 0 

对 应 的 特征 向 量 为 ma = (1, 0, 1)". 
-1 1 1 


so 2 0 0 


-1 0 O 
| 0 -1 | 
0 2 1 
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16” 实 对 称 滤 阵 正 交 相似 对 角 化 的 方法 


16.1 解 题 方法 
+ А 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 一 定 存在 正 交 矩阵 己 , 使 得 P” AP 为 对 角 和 矩阵 , 并 可 按照 
以 下 步骤 求 出 正 交 和 矩阵 Р: 
(1) 求 出 方 阵 4 的 全 部 特征 值 Al, 和 A,,…, А,, 其中, 重 数 分 别 为 ,ko c, К,; 
(2) 对 每 一 个 A;, 求 出 齐 次 方程 组 (4 -A;E)x =0 的 基础 解 系 é&ix ,ix,,…, £a (i=1, 
‘8); 
(3) Ж, ё," Ex.(i=1,2,…, 5s) 正 交 单 位 化 (rk. =1, 则 只 需 单位 化 ) , 得 正 
交 单 位 特征 癌 量 组 pi, p,,…, р,; 
(4) & Р=(р,, р», р„), РЕЯ, Н Р! AP=diag(A1, A,,…, А,), 其 
中 , A; 是 特征 向 量 p; 所 对 应 的 特征 值 . 


16.2 ”上 典 型 题解 析 


2, 


2 -2 0 
【 例 16-1】 试 求 一 个 正 交 的 相似 变换 和 矩阵, УЕА = | -2 1 -2 | 化 为 对 
0 -2 0 


МЭЖ. 

分 析 ЖЕЛДЕЙ ЕЛЕ ХЕК E 4k 28 XJ 8 Б ШЖ Ж), +B E dE 3 Е Жуй 
型 ， 所 以 必须 要 熟练 掌握 计算 的 步骤 : 

Qz 求 特征 值 A;(i=1, 2,…, п), ВЗ А -AE|=0; 

О 求 每 个 特征 值 Aj(i=1,2,…, n) 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 &,(i=1, 2,…, n); 

@ 将 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 &1 ,8&,,…, &, 正 交规 范 化 , 即 先 正 交 化 ( 只 需 对 重 特征 
根 对 应 的 线性 无 关 的 特征 癌 量 正 交 化 , 不 同 特征 值 对 应 的 特征 回 量 本 身 就 是 正 交 的 ) , 后 单 
位 化 , 得 pi, ро, ` рь; 

@@ 令 P=(pi, р, `` р,), MU P 就 是 所 求 的 一 个 正 交 和 矩阵 , 且 使 得 
Л; 
Р-! АР=Л = Аа 

Л, 

Ж Q XHBEBEEA Ч, А,, Az. >, 入 ,的 排列 顺序 要 与 己 中 局 р, ，…, P, 的 排列 顺序 
相同 ; 

@ 所 求 的 正 交 矩阵 己 是 不 唯一 的 . 

# ”由 于 
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2-А -2 0 
二 
б Фф д 

= =(À +2)(À -1)(A=4)5, 

所 以 4 的 特征 值 为 Al = -2, А =1, Аз =4. 

щл = -2 BF, 解 方程 组 (A +2E)x=0. 由 

4 -2 0 

= 3 =2 

0 — 2 


|А-ЛЕ|= = —А(2-А)(1-А)-4(2-) +4A 


А +2Е = 0 1 _1 
0 0 0 
得 基础 解 系 &1 =(1, 2, 2) ,对 应 于 Ai = -2 的 单位 特征 向 量 为 р, "(5 =, 5] 


МЛ, =1 时 , 解 方程 组 (4 -E)x =0. 由 


T 


l 0 1 


1 -2 0 
A-E=-| -2 0 -2|-|0 1 Ç 
0 -2 =i] |o o o 


得 基础 解 系 如 = (2,1, -2)Т, 对 应 于 As =1 的 单位 特征 向 量 为 ps = [ 3-， т -3) | 
щл, =4 时 , 解 方程 组 (4 -4E)x =0, 由 


-2 -2 0 l 0 -2 
А-4Е=| =b -3 -2|-|0 1 2 
0 -2 -4 0 0 0 
] T 
得 基础 解 系 &3 = (2，-2, 1) ,对 应 于 A3 =4 的 单位 特征 向 量 为 ps = [ —-, 3] | 
5 
1 2 2 
P=(P., pz, ps) =—|2 1 = |, 
2 -2 ] 
则 忆 为 正 交 矩 阵 , Б.Ж 
-2 
Р-! АР = | 
4 


[ #116-2] 设 3 阶 实 对 称 矩 阵 4 的 各 行 元 素 之 和 均 为 3, АЕ а = 


_1 
2 ‚ © = 
— 1 


0 
| =] haspan Ax = 0 的 两 个 解 . 
] 
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(1) ЖА 的 特征 值 与 特征 向 量 ; (2) 求 正 交 和 矩阵 Q 和 对 角 和 矩阵 A, 使 得 C АО = A. 

分 析 (1) H 4 的 各 行 元 素 之 和 均 为 3 以 及 Ax =0 的 两 个 解 可 以 确定 出 A 的 三 个 特 
征 值 及 对 应 的 特征 向 量 ; (2) 可 用 通常 方法 求 出 Q # A. 
1 
1 
1 


1 
1 
1 


解 (1) 由 于 4 的 各 行 元 素 之 和 均 为 3, 所 以 有 4|1 |=3| 1 |. 因此 , A =3 А 的 特征 


1 
1 
1 


值 , 它 对 应 的 特征 向 量 为 k| 1 | (其 中 ,是 不 为 零 的 任意 常数 ). 


0 
-1 
1 


_1 
2 |+ k, 
_1 


, 则 а, o, £,” A 的 三 个 特征 问 量 ， Н £,5 а! , а, 1Е 2. 下 面 将 а! , 


0 l] 
= l 
= 6 a 
1 –1 


_ | 
2 
_1 


Аа =0al , Аа, = 0a,. 


由 于 线性 方程 组 4x =0 有 两 个 解 wm = ， 所 以 有 


, OQ = 


0 
_1 
1 


因此 , A =0 是 4 的 二 重 特征 值 , 它 对 应 的 特征 向 量 为 (其 中 , ki, k, 


不 全 为 零 的 任意 前 数 ). 
l 
l 
| 


(2) 10; = 


- | _1 
2 
_1 


ё,,&Ж®ЕЖ St R. 下 面 将 它们 单位 化 : 


, £, =G, -证 = 


@; 正 交 化 : H £, =a = 


1 -1 1 
у е! ë _1 „юз. 1 
° lal &| _ ү |£ | У 18 1 中 | 
因此 , 所 求 的 正 交 和 矩阵 为 
ї 1% 
6 2 J 
2 l 
О=(В,, В, Bs) = /6 0 3 !' 
11 1 1 
6 2 J 
0 
对 角 和 矩阵 A=| 0 |, HB# Q'AQ=A. 


3 
Ж ”本题 的 (1) 是 全 题 的 关键 , 这 里 的 特征 值 与 特征 向 量 是 根据 它们 的 定义 和 题 设 条 
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件 直 接 得 到 的 , 要 学 会 这 种 解 题 方法 . 
【 例 16-3】 设 4 为 3 阶 实 对 称 和 矩阵 , А 的 秩 为 2, В. 
1 1 ә аў 
0 0 0 O|. 
_ї* ў 1 1 
(1) ЖА 的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 ; 
(2) 求 矩 阵 4. 
分 析 “本题 考 查 用 定义 法 求 特征 值 与 特征 向 量 ， 同 时 考查 实 对 称 和 矩阵 的 隐 含 信息 : 不 
同 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 是 正 交 的 . ОЕ А 也 是 常规 题 型 . 
解 (1) 因为 R(4) =2, 所 以 |4|=0, 故 和 A=0 是 4 的 特征 值 . 又 因为 
l = 了 1 Is [1 
0 0 0 |, 0 |, 
=] 1 = 
所 以 由 定义 知 入 =1 是 4 的 特征 值 , а = (1, 0, 1) 是 4 的 属于 和 =1 的 特征 向 量 ; A= -1 
是 4 的 特征 值 , a, = (1, 0，-1) 是 4 ЮАТА = -1 的 特征 向 量 . 
Ж аз = (xi, X, љ) 是 4 的 属于 特征 值 A =0 的 特征 向 量 . 因为 А 是 实 对 称 和 矩阵 ， 所 


4 


4 A 


0, 
解 得 as = 


T X| = Хз =Ü, 


以 不 同 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 相互 正 交 , 于 是 有 | 


a2 аз =0, 
(0, 1,0)". ЖА 的 特征 值 为 1，-1, 0, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 后 (1,0,1) , 心 (1,0，- 
1)", ka(0, 1, 0) ， 其 中 , А, о, k 均 是 不 为 零 的 任意 常数 . 
(2) 由 4(a, о, as) = (о, -@,, 0), 得 
1 -i 0ү1 1 оү! (001 
А = (ар, -о, 0) (а, а, о) 7 =|0 0 010 0 | 让 0 | 
] l 0 人 1 -1 0 1 © O 
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17 用 正 交 变换 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 


17.1 解 题 万 法 

用 正 交 变换 x = Ру 化 二 次 型 f=x Ах 为 标准 形 的 主要 步骤 是 : 

(1) 写 出 二 次 型 /的 矩阵 A, 注意 对 非 平方 项 x, x 的 系数 应 取 其 一 半 作为 av; 

(2) 求 出 4 的 全 部 特征 值 A，Az ，…， An ， 即 解 方程 14 -AE| = 

(3) 解 方程 组 (4 -A;E)x=0, 求 出 n 个 线性 无 关 的 特征 向量 , £, +, ё„; 

(4) &,, £+ , >, 过, 正 交规 范 化 , 即 先 正 交 化 〈 只 需 对 重 特征 值 对 应 的 线性 无 关 的 特 
征 向 量 正 交 化 , 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 本 号 就 是 正 交 的 ), 后 单位 化 , 便 得 到 n 个 两 两 
正 交 的 单位 特征 癌 量 pi, ps,…, р,; 

(5) 以 p1, ро, `, 六, 为 列 向 量 构成 正 交 和 矩阵 已 = (ру, рь, ``, p.) , 则 二 次 型 f=xT Ах 
通过 正 交 变 换 x = Ру, 可 化 为 标准 形 f=A 和 yy? +A2y2 +…+Any2. 


17.2 ”典型 题解 析 
[4117-1] Е f(x), х, 23) = (RE + + X3 ) +4x,) х, 十 4X1 хз +4x, x, Z 1Ë 


交 变 换 x = Py 可 以 化 成 标准 形 f=6yf, 则 a= ______ 
分 析 ”本题 利 用 f 的 两 个 表达 式 所 对 应 的 矩阵 相似 即 可 求 出 a 的 值 . 


a 2 2 
Ну (х, x, , 5) =а(х{ +хў +х{) +4х х +4х Xs +4x, Xx 的 矩阵 A=|12 а |+ 
2 2 а 
6 0 0 
Д=буү Ж В=|0 0 |. йа) =н) взето, Шата 
0 0 0 
解 应 填 2. 


Ж ”也 可 按照 如 下 方法 求解 : 因 j 经 正 交 变换 zx = Ру 化 成 标准 形 f=6y? , 由 此 可 知 矩 
ЕА 的 特征 值 为 6, 0, 0, 再 由 和 +A +А, =a), +a, +a33 知 3a=6, 所 以 a=2. 

【 例 17-2】 设 二 次 型 fx, х,, 3) =ax? +ax2 + (a —1)x# +2х xs — 2x, Xs. 

(1) 求 二 次 型 了 的 矩阵 的 所 有 特征 值 ; 

(2) 若 二 次 型 了 的 规范 形 为 好 +y, Ж a 的 值 . 

分 析 (1) 首先 写 出 二 次 型 了 的 矩阵 4,， 然后 按照 常规 方法 求 特征 值 ; 

(2) 由 二 次 型 的 规范 形 为 yY + 好， 得 出 正 惯性 指数 P=2, 负 惯 性 指数 q =0. 由 此 说 明 
А 的 特征 值 中 应 当 有 2 个 特征 值 为 正 , 1 个 特征 值 为 零 , 从 而 可 由 (1) 的 结论 得 出 符合 要 
求 的 a 值 . 
a 0 ] 
0 а -l | ,由 于 特征 多 项 式 
1-1 а-1 


解 (1) 二 次 型 了 的 矩阵 为 4 = 
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|А-ЛЕ|= 


= | 0 а-л – 1 
-2 а-1-А 
а-2-А a-2-A 
一 2 а-1-А 
=(а-А)(а+1-А)(а-2-^). 

所 以 4 的 三 个 特征 值 为 ae, a+1, а-2. 

(2) 二 次 型 的 规范 形 为 yf +у;, 说 明正 惯性 指数 p =2, 负 惯 性 指数 g =0. 那么 二 次 型 
的 矩阵 4 的 特征 值 中 应 当 有 2 个 特征 值 为 正 , 1 个 特征 值 为 零 , 所 以 必 有 a=2. 

[4] 17-3] 设 二 次 理 f(x, , х,, х3) =4х{ +3xZ +3х2 +2x, Xs. 

(1) 用 和 矩阵 记号 写 出 二 次 型 у; 

(2) Ж “ЕЗЖЕ Р, 使 得 P -' AP =A 为 对 角 和 矩阵 ; 

(3) 求 一 个 正 交 变换 ,把 二 次 型 化 为 标准 形 ; 

(4) 判别 二 次 型 的 正定 性 . 

分 析 本题 是 用 正 交 变换 化 二 次 型 为 标准 形 的 常规 题 型 , 也 是 非常 重要 的 题 型 , 它 相 
当 于 综合 了 所 学 的 全 部 内 容 与 方法 , 必须 要 熟练 掌握 求解 过 程 


A а—) =] x 


= (а-л) 


а-2-А 0 x 


= (а-л 
x \ ) 一 2 a+1-A 


4 0 оүх 4 0 O 
解 (1l1)f=(x,,x,,x,)|O0 3 1 x |, 二 次 型 的 矩阵 为 4=10 3 1⁄!. 
0 1 зд 0 1 3 
4=-À 0 0 
(2) 由 于 |A4 -AE|=:| 0 3-A 1 |= (4-Ал) (А2 6А +8) = (2-А)(4-А)?, 
0 1 3-2 


所 以 4 的 特征 值 为 A =2, А, = А; =4. 
当 Al =2 时, 解 方程 (4 -2E)x=0. 由 


22 Ü Ü 
А-2Е=|0 1 1 
0 1 1 


l 0 O 
~|0 1 1 
0 0 0 


得 基础 解 系 志 = (0, 1，- 1)T， 单位 特征 向 量 为 Pi = [0, 7. Ë 
м А, = À, =4 Bf, 解 方程 (4 -4E)x =0. 由 


0 0 0 0 1 -1 
А-4Е=|0 -1 1 |~|0 0 0 
0 l -1 0 0 0 


得 基础 解 系 纪 = (1,0,0)7, ё, = (0,1, 1)T(#, ,恰好 正 交 ,否则 需 正 交 化 ) ; 单位 特征 
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问 量 为 р, =(1, 0, 0)”, Р» 


0 
+ 
&Р = (р, р, p.) =| (2 


0 
l 2 
0 — 
中 | ma | 4 | 
1 4 
m 0 — 140 
{2 {2 


(3) 正 交 变换 x = Py 化 二 次 型 为 标准 形 : f =2y2 +4y2 +4у2. 
(4) 由 于 4 的 特征 值 为 2, 4, 4,， 全 大 于 零 , 故 f 是 正定 的 . 
l l 


[017-4] ЕЯА = ,二 次 型 用 xj, x, , 为) = х (АТА) х 的 秩 为 2. 


0 
0 1 
-1 0 
Оа -1 
(1) 求实 数 a вив; 
(2) 求 正 交 变换 x = Оу, 将 f 化 为 标准 形 . 
分 析 (1) 由 RG4 4) =2 及 R(A' A)=R(4) 可 得 R(4) =2, 由 此 可 求 出 a 的 值 ; 
(2) H (1) 的 结论 得 出 矩阵 4 А, 再 按照 常规 方法 求 正 交 变 换 x = Оу, 将 f 化 为 标准 


形 . 
解 (1) 二 次 型 f(x , х, x3) =х' (АТА)х 的 秩 为 2, В К(АТА) =2. 
因为 R(4" А) = К(А), 故 R(A) =2. 对 4 作 初 等 行 变换 , 有 
1 0 1 1 0 1 1 0 l 1 0 1 
ги. 101 1 от 1 |01 1 
-1 0 а 0 0 а+1| |0 0 a+l 0 0 a+1 | 
0 a -1 О a -l О 0 -a-l 0 0 0 
故 应 有 a= -1. 
2 Ü 3 
Dt 2 j 由 
2 á 
2-А 0 2 
|АТА-АЕ|=| 0 2-A 2 |=-А(А-2)(А-6) 
2 2 4-À 


ПНЕ АТА 的 特征 值 为 0, 2 6. 
对 于 入 =0, (АТА -0E)x =0, 8380082 p. =( -1, -1, 1)"; 
对 于 入 =2, (АТА -2E)x=0, 得 基础 解 系 =( -1, 1, 0)1; 
对 于 入 =6, #(ATA-6E)x=0, 得 基础 解 系 ps3 =(1, 1, 2)7. 
由 于 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 不 同 , 特征 向 量 必 相 互 正 交 , 故 只 需 单位 化 : 


1 “=й 1 
41 =——(.-1, -1, 1)',g =—(+1, 1, 0)!, =—(1, 1, 2)'. 
V3 2 {2 43 /6 
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+ 3 1 
„ү б 2 6), 
则 正 交 变换 | х, |= = r. з ега ге оя 
ы L „ ЖР 
АЗ /6 


2 0 1-а 


0 1+4 1=а 


,因为 4 4 中 有 一 个 2 阶 子 式 


+ ”本题 也 可 先 求 出 A 4 = | 


[=á Y= Заа 


2 

R w". =2(1 +а?) 0, 所 以 二 次 型 的 秩 为 2eS14' 4A|=0. 又 因为 
IA'A|=(a+1)’(a’ +3), 

所 以 a = -1. 当然 , 这 样 处 理 的 计算 量 很 大 , 不 如 利用 结论 R(4 A) =R(4) 快 捷 . 


【 例 17-5】 已 知 二 次 型 


Кх, х, Xx3) =(1-а)х{ +(1-a)x2+2x; +2(1 +а)х, x, 


的 秩 为 2. 
(1) 求 a 的 值 ; 
(2) 求 正 交 变换 x = Оу, 把 f(x ‚ х, x, ) 化 成 标准 形 ; 


(3) №2518 Кх, х›, хз) =0 的 解 . | 
分 析 (1) 由 f 的 和 矩阵 的 行列 式 为 零 确定 a 的 值 ; (2) 按照 通常 方法 求 Q; (3) 根据 


Кх, х, хз) 的 标准 形 解 方程 . 
(1) 二 次 型 及 , x,, 23) 的 矩阵 为 


解 
1-а 1+а 0 
А=|1+а 1-а ' 
0 0 2 
由 于 |4| = -8a, 所 以 由 R(4) =2 得 |4|=0, Ва =0. 
L ¿Ü 
(2) 由 (1) 得 4=|1 1 0|, 于 是 ,由 
0 2 
= 0 
[А-АЁ|=| 1 1-А 0 l= -А(А-2)? 
0 @ 9-4 


知 4 有 特征 值 A =0, 2, 2, 且 属 于 和 A =0 的 特征 向 量 为 m =(1，-1, 0)7, ЖҒА =2 
的 特征 向 量 为 m = (1,1, 0)7 和 mm =(0, 0, 1)T. В, ап, а, озї ТЕЗЕ. 下 面 将 它们 


单位 化 : 


1 1 
1 а, 1 
i a | a | 

В. а 1 Б 1а Га, | 让 
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0 


L. 1 

2 2 

于 是 , 所 求 的 正 交 和 矩阵 为 G=(B1, В, Вз) =| _1 1 , |, 正 交 变换 x=Qy 将 f 化 为 标 
| 2 2 
0 0 


准 形 , 即 f=0y? +2y2 +2y? =2у] +2у{. 
(3) 由 于 0y? +2y2 +27 =0 Жу, =c, y, = уз =0 (其 中 , c 为 任意 常数 ) ， 所 以 


Кх, 0, 53) =0 的 解 为 


即 
X: = K, X, = _ k, Хз = 0) (其 中 ， k 为 任意 常数 ). 


+ 将 实 对 称 和 矩阵 用 正 交 变换 化 为 标准 形 是 一 种 基本 运算 , 应 熟练 掌握 . 
【 例 17-6】 已 知 二 次 曲面 方程 x”+ay”+z”+2bxy + 2xz + 2yz =4 可 以 经 过 正 交 变换 


x £ 
路 |кэттешуп m +44 =4, Жа, b КИЙЖПЕҖЖЖ Р. 
z/* М 
分 析 НЕ, 本 题 相当 于 二 次 型 
f(x, у, z) =х? +ay2 +22 +2bxy +2xz +2yz 


通过 正 交 变 换 化 为 标准 形 f=m* +447. 因此 , 前 后 两 个 二 次 型 所 对 应 的 矩阵 是 相似 的 ,而 相 


似 的 矩阵 具有 相同 的 特征 多 项 式 , 由 此 可 求 出 a, b, 再 按照 常规 方法 可 求 出 己 
解 “f(x, y, z) =х? +ау? +z +2bxy +2xz+2yz, f( £, т, £) =т +422, ПНЕ 


1 b 1\ [0 0 0 
Ь а | 1 орин. am 


l 1 1) \0 0 4 


知 , 前 后 两 个 二 次 型 所 对 应 的 矩阵 


1 -人 b ] =Ñ 0 0 
b а-л l |= 0 1-A 0 
1 1 1 -А 0 0 4-л 


ВП 
(А-1)? (А-а) -22- (А-а) – (А-1) –Б(А-1) =А(А-1) (А-4). 


当 入 =0 时 ， 上 式 成 为 多-22+1=0, Bl b =1. 


当 入 =1 时 ， 上 式 成 为 a-2b=1, Bll a =3. 
对 应 的 特征 值 分 别 为 A1 =0, А, =1, А; =4, 容易 算出 它们 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 


ЕЕ, 
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它们 两 两 正 交 , 单位 化 得 


l 1 1 
ВЕ! ДАЈ ь Кез 
=) 


故 所 求 的 正 交 和 矩阵 为 
1 1 1 
2 УЗ 6 
1 2 
P=(pi, px, ps) = 0 Ил /6 
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18.1 解 题 方法 
I. 判别 两 个 同 阶 和 矩阵 合同 的 方法 
(1) 定义 法 : n 阶 和 矩阵 4 与 召 合 同 近 存在 可 逆 和 矩阵 C, 使 得 C' AC = B. 
(2) Жп 阶 对 称 和 矩阵 4 УВ 合同 4 与 BB 有 相同 的 正 、 负 惯性 指数 . 
H. 判别 二 次 型 =x Ах 正定 性 的 方法 
(1) 用 定义 ; 
(2) f 的 标准 形 中 的 n 个 系数 全 为 正 ; 
(3) 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 全 大 于 零 ; 
(4) КН РЕА 的 各 阶 顺序 主子 式 全 大 于 零 ; 
(5) 正 惯 性 指数 p =n; 
(6) 4 =U" U, 其 中 , U тун. 


18.2 ”典型 题解 析 


| 111 4 0 0 O 
f Jt 3 41 |0 000 
【 例 18-1] 设 和 矩阵 4 = ,B= б о о O , 则 4 与 了 _ 
1 1 1 1 0 0 0 0 
(A) 合同 且 相似 (B) 合同 但 不 相似 
(C) 不 合同 但 相似 (D) 不 合同 且 不 相似 


分 析 H|A-AE|=A (А-4) =0, ЖИЕ А 的 特征 值 为 4, 0, 0, 0. 又 因为 4 是 实 
对 称 和 矩阵 , А 必 能 相似 对 角 化 , 所 以 А 与 对 角 和 矩阵 召 相似 . 
ТЕЗЕМ ЖОЕ, 当 4 与 B 相似 时 , А 与 召 有 相同 的 特征 值 ， 从 而 二 次 型 xT Ax 与 
x ”Bx 有 相同 的 正 、 负 惯性 指数 . 因此 4 УВ 合同 . 故 本 题 应 选 ( A). 
Е 应 选 (A). 
Ж (1) 本 题 的 考查 要 点 是 判别 两 实 对 称 和 矩阵 相似 与 合同 的 充分 条 件 : 
Q) 两 个 同 阶 实 对 称 和 矩阵 相似 局 它 们 有 相同 的 特征 值 及 重 数 ; 
(0) 两 个 同 阶 实 对 称 和 矩阵 合同 扎 它 们 有 相同 的 秩 及 相同 的 正 惯性 指数 . 
(2) 实 对 称 和 矩阵 合同 时 不 一 定 相 似 , 但 相似 时 一 定 合同 . 


0. „ә 1 0 0 

【 例 18-2】 设 矩 阵 4=| -1 2 -1|,В=|0 1 O|, АУА 
= мї 2 0 0 O 

(A) 合同 , 且 相 似 (B) 合同 , 但 不 相似 


(C) 不 合同 , 但 相似 (D) 18], 也 不 相似 
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分 析 根据 相似 的 必要 条 件 : 2 ai = У, bi, 易 见 4 与 B 肯 定 不 相似 .由 此 可 排除 选 
项 (A) 与 (C). 而 合同 的 充 要 条 件 是 有 相同 的 正 惯性 指数 、 负 惯性 指数 , 为 此 可 以 用 特征 值 
来 加 以 判别 . 由 


9-0 =] =] A 20 —1 
|А-АЕ|=| +1 2-А =I1 | = |= SaA =l {ел е3)? 
-1] 21 84 =з „& бд 


ЖРА 的 特征 值 为 3, 3, 0. 故 二 次 型 x Ах 的 正 惯性 指数 p =2, 负 惯 性 指数 q =0. 而 二 
次 型 zx Bx 的 正 惯性 指数 也 为 p =2, 负 惯 性 指数 q =0. 所 以 4 与 B 合同 . 故 应 选 (B ). 

ВЕ 应 选 (B). 

[| 18-3] iZ f=x2 +x2 +5х{ +2ax, х, —2x) Xs +4x, x3 为 正定 二 次 型 , 求 a 的 值 . 

Эіп “本题 二 次 型 的 矩阵 具体 给 出 , 故 只 要 按照 顺序 主子 式 全 大 于 零 即 可 确定 а 的 
值 . 


la -l1 


解 二 次 型 了 的 矩阵 为 4=| a 1 2| 因为 正定 ， 所 以 4 正定 . 于 是 有 
一 2 е: 
l a -1 
| ег ->0 及 |4|= a 1 2| = -a(Sa+4) >0, 即 -1<a<1 及 -全 <a< 
-1 2 5 


0, АТИЯ - Ç <a <0. 
【 例 184】 设 4 是 n 阶 正定 和 矩阵, E E: n 阶 单位 矩阵 , 证 明 4 + 五 的 行列 式 大 于 1. 
分 析 ”由 A 是 正定 矩阵 知 , 其 全 部 特征 值 均 大 于 零 , 从 而 矩阵 4 + Е 的 所 有 特征 值 均 
大 于 1 再 由 特征 值 的 性 质 |4| = 本, 便 可 证 得 此 是 
证 明 因为 4 是 正定 矩阵 , 故 存在 正 交 矩阵 Р, 使 得 


Al 

A 

P-!AP=PTAP = š 

À, 
其 中 ， А„>0 (IE 2, е, n) E: A 的 特征 值 . 因此 
А, Ду +1 
л, л, + 1 
Р-! (А +Е)Р=Р- АР+Р-! Р = +Е = 

А, À, +1 


在 上 式 两 端 取 行列 式 , 得 


П (А; +1) = |P''(A+E)P|= |Р"! |А +E||P| = |А + 五 |， 
і =] 
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从 而 |4 + 五 | > 1. 
【 例 18-5】 设 有 n 元 二 次 型 
Кх, х, =, X.) = (x, +a, х)? + (х +a, х)? ++ (х, +а„_у x,)2 + (x, +a, xi)°. 
其 中 , а,(1=1, 2，…,7) 为 实数 , 试问 : 当 al а, ，…，anr 满 足 何 种 条 件 时 ,二 次 型 f(x) , 
хә, **‚ Ж) АЛПЕ ИКЭН? 
分 析 Жай/(х,, х, +, Xx) 是 一 个 完全 平方 和 的 表达 式 , 因此 , 对 于 任意 的 х, 0, 
…, Xn， ЖИ (xí, ху, е, х) 20, 而 此 式 等 号 成 立 当 且 仅 当 表 达 式 的 n 个 插 号 项 的 各 子 表 
达 式 为 零 ， 据 此 可 找到 二 次 型 正定 即 f>0 的 条 件 : 对 于 任意 n 个 不 全 为 零 的 ху, х, 


XI +a, x, =0, 


》 


X, +a, Хз =0, 
xn， 表 达 式 n ТД = Ji BJ ЖА A 28, В n 元 齐 次 线性 方程 组 
Xn-1 +an-1 x, =0, 
х, +a, x, =0 
没有 非 零 解 . 该 方程 组 只 有 有 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 不 为 零 . 
Ж ”由 已 知 条 件 , 对 于 任意 的 x , о, +з, х, НРО, xx, +, x.) 20, Ж, 等 号 成 
x, +a, x, =0, 
X, +a, Хз =0, 
у ВИХ көөнө 而 此 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 
Xn-1 +an-1 Xn =0, 


x, + a, x, =0. 


1 a 0 == 0 
0 1 а, : 0 
D=|: і: ;|=1+(-1)"* аа-а, 
ооо тац 
a 0 0 з. 0 1 


故 当 1+( -1)"*! a, аа, # 0 时 ， 对 于 任意 的 不 全 为 零 的 XI, 0, °°", X, 5 总 有 
Қ; XL y >Ü; 

El341 +( -1)"'*la a,-a, 30 RF, {КЖ f(x, х, +, Xx, ) 为 正定 二 次 型 . 

[0118-6] А 2 т 阶 实 对 称 和 矩阵 且 正 定 , В 为 m xn 实 矩 阵 , ВТУ В ВВЕ, 
试 证 : BT АВ 为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 В 的 秩 R( B) =n. 

分 析 ”由 于 B' 4B 为 抽象 矩阵 , 判定 其 正定 性 , 无 法 从 顺序 主子 式 全 大 于 零 得 到 结论 . 
这 类 问题 一 般 要 从 定义 ( 即 对 应 的 二 次 型 为 正定 二 次 型 ) 或 其 特征 值 全 大 于 零 这 两 方面 去 
分 析 ， 而 求 特征 值 要 求知 道 抽象 矩阵 满足 一 定 的 矩阵 关系 式 , 本 题 无 此 类 条 件 , 因此 求解 
本 题 的 基本 方法 只 能 是 定义 法 . 

证 明 必要 性 . Ú; ВТ АВ 为 正定 矩阵 , 则 对 任意 的 实 n 维 列 向 量 xz0, 有 хТ(ВТАВ) 
х>0, (Вх) А(Вх) >0. 于 是 BxZ0, 因此 Bx =0 只 有 零 解 , 从 而 R(B) = n. 

充分 性 . 因为 (B'AB)T=BTATB=BTAB, 故 BT AB 为 实 对 称 矩 阵 . 2° R(B) =n, 
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则 线性 方程 组 Bx =0 只 有 零 解 ， 从 而 对 任意 的 实 n 维 列 向 量 x 关 0, Вх=0. 又 因为 4 为 
正定 矩阵 , 所 以 对 于 Bx 头 0, 有 (Bx)' A(Bx) >0. 于 是 , 当 xz0 时 , x!(BTAB)x>0, 
BT AB 为 正定 矩阵 . 

【 例 18-7】 设 4 为 mxn ЭНЕ, E п 阶 单位 矩阵 , ЕНИКЕЕВ = ЛЕ +АТА, ЩЕ: 
当 和 A >O BF, ЖЕЕ В 为 正定 和 矩阵. 

分 析 易 知 B 为 对 称 和 矩阵 , 由 于 对 抽象 矩阵 B 无 法 用 其 顺序 主子 式 来 判定 其 正定 性 ， 
只 能 通过 证 明 其 特征 值 全 大 于 零 或 用 定义 来 判定 , 而 求 B 的 特征 值 要 求 B 满足 一 定 的 关系 
式 , 本 题 无 此 假设 , 剩 下 就 只 能 用 定义 了 , 即 证 明 f(x) =x' Ax 为 正定 二 次 型 即 可 . 

证 明 ВУ В" = (ЛЕ +АТА) Т =АЕ+АТА = В, 所 以 B 为 对 称 和 矩阵 ， 对 任意 的 实 n 维 
列 回 量 x， 有 

х! Br=x' (ЛЕ +А` A)x=Axix+x' AT Ax = Ах! х + (Ах) (Ах). 
`4 x=0 时 , # xl x >0, (Ах) (Ах) >20. 因此 , 当 和 >0 时 , МЕТА) х0, 有 
x Вх = лх!х + (Ах)! (Ах) >0, 

即 B 为 正定 矩阵 . 
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第 一 部 分 ”概率 统计 


19 随机 事件 的 关系 与 抽象 事件 的 概率 计算 


19.1 解 题 方法 
“随机 事件 "与 “概率 "是 概率 论 中 两 个 最 基本 的 概念 , 掌握 随机 事件 的 四 种 关系 [ += 
件 、 相 等 (等 价 ) 事件 、 互 不 相 容 ( 互 斥 ) 事件 、 互 逆 (对 立 ) 事件 ]、 三 种 运算 [和 (并 ) 


事件 、 积 (Ж) 事件 、 差 事件 ] , 并 牢记 事件 的 运算 律 (如 德 .* 摩根 定律 : AUB =А nB, 


АПВ=А ОВ) 及 计算 随机 事件 概率 的 几 个 主要 公式 是 计算 的 关键 
计算 随机 事件 概率 有 如 下 几 个 主要 公式 . 
(1) 加 法 公式 : 
(QD P(AUB) =P(A) +P(B) -P(AB). 
特别 地 , 当 4, B 互 不 相 容 时 , 有 P(AUB) =P(A) +P(B). 
©) P(AUBUC) =P(A) +P(B) +P(C) -P(AB) - P(AC) - P( BC) +P(ABC). 
(2) 减法 公式 : 
# ВСА, Ш] Р(А- В) =Р(А) –-Р(В). 
— Ж, 有 Р(А- В) =Р(А) - Р(АВ). 
(3) 逆 事 件 的 概率 公式 : Р(А) =1-Р(А). 


19.2 ”典型 题解 析 
【 例 19-1】 ЦА 表示 事件 “ 甲 种 产品 畅销 , 乙 种 产品 滞销 ”， 则 其 对 立 事件 4 为 


(А) “ЖР ЕН, 乙 种 产品 畅销 ” (B)“ 甲 、 乙 两 种 产品 均 畅 销 ” 

(С) “Ж” (D)“ 甲 种 产品 滞销 或 乙 种 产品 畅销 ” 

分 析 本题 为 事件 关系 的 计算 题 . 设 刀 =“ 甲 种 产品 畅销 ”，C = “ 乙 种 产品 清 销 ” 则 4 
=BC, А =ВС=В UC =* 甲 种 产品 滞销 或 乙 种 产品 畅销 ”， 故 应 选 (D) . 

ВЕ 应 选 (D) . 

【 例 19-2】 对 于 任意 两 事件 4 В, 与 4UB=B 不 等 价 的 是 ”  . 

(A) ACB (B) BCA (C) AB =0 (D) АВ=@ 
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分 析 本题 考 查 对 随机 事件 的 概念 和 运算 性 质 的 理解 , 为 了 便于 分 析 , 可 以 画图 进行 
说 明 . АУ АОВ =- ВБАСВЫВСА SAB = 0, 所 以 正确 的 选项 为 (D) . 

解 应 选 (D) . 

Жж 本 题 也 可 以 用 举例 说 明 的 方法 找到 正确 答案 . 如 考虑 样本 空间 5 = 
{1,2,3,4,5,6},А={1},В={1,2}, 满足 AUB=B, 则 有 ACB,BCA, AB = 乡 均 成 
у, НА В= {21+0. 因此 , 与 A4UB=B 不 等 价 的 为 (D) . 当然 , 这 只 是 一 种 解 题 技巧 ， 
并 不 是 真正 的 证 明 . 

【 例 19-3] 设 4 和 如 是 任意 两 个 概率 不 为 零 的 不 相 容 事件 , 则 下 列 结论 中 肯定 正确 的 


是 
(A) А УВ 48% (B) 4 55 B 相 容 
(C) P(AB) =P(A)P(B) (D) P(A -B) =P(A) 


分 析 根据 题 设 ,A 和 B 是 任意 两 个 不 相 容 事件 , АВ = 0, 从 而 P(AB) =0. 所 以 
P(A-B)=P(A-AB) =P(A) -P(AB) =Р(А), 
故 (D) 为 正确 答案 . 男 外 ,由 于 P(A4) 关 0, Р(В) 50, (С) 项 不 可 能 成 立 . 值得 注意 的 是 
(А) (B) 两 项 , 有 人 认为 (A) 与 (B) 是 互 逆 的 , 总 有 一 个 是 正确 的 . 实际 上 , 当 AB =9， 
AUBzS (5 为 样本 空间 ) Н], (А) 不 成 立 ; 34 AB=0, 且 AUB=5 时, (B) 项 不 成 立 . 
解 ” 应 选 (D). 


【 例 194】 已 知 4, B 两 个 事件 满足 条 件 P(AB) =Р(А В), B P(A) ==, РОВ) = 


分 析 本题 为 抽象 事件 的 概率 计算 题 ,只 需 利 用 德 * 摩根 定律 、 逆 事件 的 概率 公式 及 


加 法 公式 进行 计算 即 可 . 
由 
Р(АВ) =P(A В) =P(AUB) =1 -P(AUB) =1-[P(A) +P(B) -P(AB)] 
得 
3 2 
Р(В) =1-Р(А) =1 -本 = 
解 ” 应 填 r: 


【 例 19-5】 已 知 P(4) =P(B) =P(C) =+, P(AB) =0, P(AC) =Р(ВС) =—, ША, 


В, C 全 不 发 生 的 概率 为 
分 析 本题 是 求 概 率 P(A B C) ,可 利用 德 ， 摩根 定律 、 逆 事件 的 概率 公式 及 加 法 公式 
进行 计算 即 可 . 因为 АВССАВ, 所 以 0<P(ABC) < P(AB) =0, 故 P(ABC) =0. 于 是 
P(A B С) =P(AUBUC) =1 -P(AUBUC) 
=1-[P(A) +P(B) +P(C) - P(AB) - P(AC) - P( BC) + P( ABC) ] 


3. ВТ 
=] -一 + 一 = 一 
4667219 
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7 
解 ” 应 填 i 
【 例 19-6] 设 X 和 了 为 两 个 随机 变量 , H. 

Р{Х>0, ү20)= 5, 


Р{Х20} = Р{Ү20} = 5, 


则 Р{ тах|Х, Ү| >20} = _ 
分 析 17080 тах {Х, Y| >0| 转化 为 等 价 事件 {X=0]} 或 17>0}， 再 运用 概率 
的 加 法 公式 进行 计算 . 
Р{тах{Х, Ү}2>20}= Р{Х20 sk Ү>0} 
=P(X>01+PIY>01-PIX>0, Y>01 


解 nag 2. 


[9119-7] Эп Е, 求 出 现 最 大 的 点 数 为 5 094838. | 

分 析 “本 题 不 管 是 直接 计算 还 是 从 对 立 事件 着 手 进行 计算 都 是 比较 复杂 的 , 但 利用 差 
事件 计算 则 是 简捷 的 ， | 

Е 设 4 =“ 最 大 的 点 数 为 5"，B =“ 最 大 的 点 数 不 超 过 5”, C = “最 大 的 点 数 不 超 过 
4”, Дет ССВ, B A= B - C. 每 颗 般 子 可 能 出 现 的 点 数 均 为 1, 2, 3, 4, 5,6, 于 是 基本 
事件 总 数 为 6", 事件 В 中 所 含 基本 事件 数 为 5", 事件 C 中 所 含 基本 事件 数 为 4", 所 求 概率 
x 

4" _5" -4" 


P(A) =P(B-C) =P(B) -P(C) = -= Ya 
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20 主 典 概 尉 写 儿 何 概 型 中 随机 事件 概率 的 计算 方法 


20.1 解 题 方法 


(1) 具有 以 下 两 个 特点 的 试验 , 称 为 古典 概 型 (或 等 可 能 概 型 ) : 
О 试验 的 样本 空间 S 只 包含 有 限 个 元 素 , 即 3 = {el, ，ez ，…，en H; 
@ 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 , 即 P( (e, }) =P( {es}) =…=P({e,}). 
(2) 计算 古典 概 型 中 事件 4 发 生 的 概率 , 其 要 点 是 : 先 恰当 地 选取 样本 空间 5, 并 计算 
S 中 所 含 的 基本 事件 总 数 n, 再 计算 导致 事件 A 发 生 的 基本 事件 个 数 k (Вр А 包含 的 基本 事 
件 个 数 )， 从 而 在 古典 概 型 中 , 事件 4 发 生 的 概率 为 
P(A) -= 上 -4 包含 的 基本 事件 数 
п 5 中 基本 事件 的 总 数 
需要 指出 的 是 , 排列 组 合 方法 在 计算 古典 概 型 事件 的 概率 中 起 着 重要 的 作用 , 但 同时 
它 也 是 一 个 难点 , 所 以 不 应 占用 过 多 的 注意 力 , 而 应 将 重点 放 在 对 随机 事件 概率 概念 的 理 
解 和 性 质 的 掌握 上 . | 
(3) 几何 概 型 中 事件 概率 的 计算 公式 为 
род) ХА) А 的 几何 度量 
L(S) 5 的 几何 度量 
计算 几何 概 型 中 事件 的 概率 ， 难 点 在 于 模型 化 , 即 如 何 将 一 个 实际 问题 转化 为 数学 问 
题 ， 这 需要 不 断 地 积累 经 验 . 


20.2 ”典型 题解 析 


【 例 20-1】 mx+n 个 产品 中 有 m 个 次 品 和 nn 个 正品 ,， 从 中 无 放 回 地 随机 了 逐个 抽取 测试 ， 
试 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 前 7 次 抽 得 的 产品 中 , 只 有 一 个 次 品 (1<n +1); 

(2) 第 一 个 次 品 在 第 1 次 抽取 时 被 发 现 (1<n +1); 

(3) 最 后 一 个 次 品 在 最 后 一 次 抽取 中 才 被 发 现 ; 

(4) m 个 次 品 被 连续 地 抽取 发 现 ; 

(5) 已 知 第 一 次 抽 到 的 是 正品 , 第 一 个 次 品 在 第 1 次 抽取 时 被 发 现 (1 <l<n+1). 

分 析 ”这 是 一 道 典 型 的 古典 概 型 题 . 在 解 上 古典 概 型 的 题目 时 ,主要 的 困难 是 正确 地 求 
出 符合 条 件 的 各 种 可 能 性 的 个 数 , 要 避免 漏 算 和 重复 计算 . 

解 (1) 前 1 次 抽取 的 产品 是 由 /1-1 个 正品 和 1 个 次 品 所 组 成 的 , 故 所 求 概率 为 

CL-1 Cl 

Р = 


(2) 第 一 个 次 品 在 第 ! 次 抽取 时 被 发 现 , 意味 着 前 !-1 次 抽取 的 都 是 正品 , 故 所 求 概 
率 为 


(1<п +1). 
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А! А! 
Ань 


(3) 最 后 一 个 次 品 在 最 后 一 次 抽取 中 才 被 发 现 , 意味 着 前 m +n – 1 次 抽取 的 是 全 部 正 
Па т 1 个 次 品 , 故 所 求 概 率 为 


P, = 


P; = (1<п +1). 


Сафаа. Q 
СИ m+n 

(4) т 个 次 品 被 连续 地 抽取 发 现 , 这 一 事件 只 能 在 由 个 正品 所 产生 的 n+1 个 “ 间 
隔 " 中 发 生 , 所 以 其 概率 为 


п +1 
Cin+an 
(5) 对 比 (2) ,“ 第 一 次 抽 到 的 是 正品 "这 个 条 件 已 包含 在 “第 一 个 次 品 在 第 ! 次 抽取 时 
锌 发 现 (1 </<п +1)”, 因此 所 求 概率 同 (2), 得 
A, An 
A! 
【 例 20-2】 (抽签 原理 ) ” 袋 中 有 50 个 乒乓 球 , 其 中 , 20 个 是 黄 球 , 30 ЕН. 两 人 
依次 随机 地 从 袋 中 各 取 一 球 , 取 后 不 放 回 , 则 第 二 个 人 取得 黄 球 的 概率 是 _ 
分 析 令 A;=“ 第 i 个 人 取得 黄 球 ”(i=1 = кен аан 
2 


P(A,) = P(A ) == 


本 题 也 可 以 利用 全 概率 公式 计算 : 令 A. =“ 第 i 个 人 取得 黄 球 (і=1, 2), WH 
P(A,) =P(A,)P(A,|A,) +P(A,)P(A, |А,) 
_20 19 30 20 2 


= 50 49150 49 5 


Р, = 


Р. = (1 <i<n+1). 


解 应 填 < 


Ж “抽签 原理 "是 : БАЕФ п 张 签 , 其 中 m(m<n) 张 有 奖 . k(k<n) 个 人 顺序 地 抽 
Ж, 每 个 人 抽 一 张 , 抽出 后 不 放 回 , 则 每 个 人 中 奖 的 概率 相等 . 

【 例 20-3】 ( 球 在 盒 中 的 分 布 问题 ) 将 nn 个 球 随机 地 放 入 N(Nn) 个 盒子 中 去 , 并 设 
盒子 的 容量 不 限 . 试 求 下 列 事件 的 概率 : А =“ 某 指定 的 一 个 盒子 中 没有 球 ”; B =“ 某 指定 
的 n 个 盒子 中 各 有 一 个 球 ”; C =“ 恰 有 nn 个 盒子 中 各 有 一 个 球 ”; D = “ 某 指定 的 一 个 盒子 
НАН m 个 球 (m<n)”; Е =“ 恰 有 一 个 盒子 中 有 m 个 球 (m<<n)”. 

分 析 将“n 个 球 随机 地 放 入 NN 个 盒子 中 ”作为 一 次 试验 , 每 种 放 法 为 一 个 基本 事件 
由 于 每 个 球 被 放 人 N 个 盒子 中 都 有 N 种 不 同 的 放 法 , 故 由 乘法 定理 知 , 每 次 试验 中 共有 Л" 
种 不 同 的 放 法 ,， 即 该 试验 的 样本 空间 中 共有 N" 个 基本 事件 .下面 分 别 求 事件 A, В, С, D. 
已 中 所 包含 的 基本 事件 数 k, Къ, kc, Кр, КЕ. 

(1) 对 于 事件 4, 可 设想 将 指定 的 那 一 个 盒子 拿 出 , 这 样 一 来 , 该 问题 就 变 成 了 将 上 个 
球 随机 地 放 入 N - 1 个 盒子 中 , 共有 (N -1)" 种 不 同 的 放 法 , 即 k, = (N - 1)”. 

(2) 对 于 事件 В, 选 出 指定 的 n 个 盒子 , 则 第 一 个 球 共有 n 种 不 同 的 放 法 ， 第 二 个 球 共 
Ж п-1 种 不 同 的 放 法 , …, 第 nn 个 球 共有 1 种 放 法 , 故 由 乘法 定理 知 , ЖОН п! 种 不 同 的 放 
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法 , 即 k, =n!. 

(3) 对 于 事件 C, 因 n 个 盒子 未 指定 , 先 从 NN 个 盒子 中 选 出 n 个 盒子 , 共有 C% 种 不 同 
的 选 法 ,而 对 于 固定 的 一 种 选 法 ， 即 对 于 指定 的 n 个 盒子 中 各 有 一 个 球 , Ж В п! 种 不 同 的 
放 法 , 故 由 乘法 定理 知 , kc = Суп! . 

(4) 对 于 事件 D, 应 从 nn 个 球 中 先 选 出 m 个 球 放 入 指定 的 那 一 个 盒子 中 , 共有 Cw 种 不 
同 的 选 法 , 再 将 剩余 的 nm 个 球 放 入 剩 下 的 入 -1 个 盒子 中 , 共有 (N -1) ”种 不 同 的 放 
法 , 故 由 乘法 定理 知 , kp =C”(N-1)”™™. 

(5) 对 于 事件 E, 因 该 盒子 未 指定 , 可 先 从 NN 个 盒子 中 选 出 一 个 盒子 , 共有 Cw 种 不 同 
的 选 法 , 再 按照 (4) 中 的 分 析 过 程 ， 即 可 求 得 ks = Су СИ(М-1)"-". 


解 РОА) SE. 


Бору 200-200-107", 


р( ку KE ND 
N" N" 

Ж ”许多 实际 问题 都 可 以 归结 为 例 20-3 所 讲 的 “ 球 在 盒 中 的 分 布 问题 ”， 只 是 在 应 用 
时 , 应 注意 搞 清 谁 是 盒子 ,， 谁 是 球 . 

【 例 204】 (配对 问题 ) 从 5 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 4 只 , 求 这 4 只 鞋子 中 至 少 有 2 H 
鞋子 配 成 一 双 的 概率 . 

分 析 ”本题 是 一 个 古典 概 型 问题 设 A = “4 只 鞋子 中 至 少 有 2 只 鞋子 配 成 一 双 ”, ЛІ 
А = “4 只 鞋子 均 不 成 双 ”. 

Q) 若 考虑 取 鞋 次 序 , 则 试验 的 基本 事件 总 数 为 Alo. 对 于 事件 4, 第 一 只 鞋子 可 从 5 双 
(10 H) 中 任 取 1 只 , 有 10 种 取 法 ; 第 二 只 鞋子 从 剩 下 的 4 双 (8 Н) 中 任 取 1 只 , 有 8 种 
取 法 ; 以 此 类 推 , A 中 包含 的 基本 事件 数 为 10 x8 хб х4, 从 而 可 计算 P(4) 及 P(A4). 

@ 若 不 考虑 取 鞋 次 序 , 则 试验 的 基本 事件 总 数 为 Ch. 对 于 4, 先 从 5 双 不 同 的 鞋子 中 
任 取 4 双 , 共有 Cs 种 取 法 ; 再 从 每 双 中 任 取 1 只 ,共有 2 x2 x2 x2 =24 种 不 同 的 取 法 . ШКА 
中 包含 的 基本 事件 数 为 C5 x2 ,从 而 可 计算 Р(А)Ж P(A). 

f 设 A=“4 只 鞋子 中 至 少 有 2 只 鞋子 配 成 一 双 ”, ША = “4 只 鞋子 均 不 成 双 ”. 


方法 一 ， 
二 10хёхбх4 13 
PrAY ml = =1 = КГ 
方法 二 : 
Cs х2* 13 


Р(А) =1-Р(А) =1 -一 一 一 = 一 . 
Cto 21 
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【 例 20-5】 (会 面 问题 ) 两 人 相约 7 点 到 8 点 间 在 某 地 会 面 , 先 到 者 等 候 另 一 人 20 分 
钟 , 过 时 就 可 离 去 . 设 两 人 的 到 达 时 刻 在 7 点 到 8 点 间 都 是 随机 的 且 等 可 能 的 , 试 求 这 两 人 
能 会 面 的 概率 . 

分 析 本题 是 一 道 几何 概率 问题 ,由 于 两 人 到 达 的 时 间 是 一 对 数 , 是 二 维 实数 , 故 可 
将 两 人 会 面 问题 转化 成 一 个 数学 问题 . 

Ж Их, y 分别 表 示 两 人 到 达 的 时 刻 , 事件 А 表示 “两 人 
能 会 面 ", 则 会 面 的 充 要 条 件 为 |x-y|<20. 因此 , 可 能 的 结果 


全 体 是 边 长 为 60 的 正方 形 里 的 点 , 能 会 面 的 点 的 区 域 为 右 图 
中 的 阴影 部 分 , 故 所 求 概 率 为 ш 
_ _ 602 -40 5. O| 20 60 х 
Р=Р(А) = р “97 


【 例 206】 若 在 区 间 (0，1 ) 内 任 取 两 个 数 ， 则 事件 “两 数 之 和 小 于 号 "的 概率 为 


分 析 ”这 是 一 道 几何 概 型 问题 , 解 题 的 关键 是 如 何 把 它 转化 为 几何 概率 的 问题 . 
Д х, у 表示 在 区 间 (0, 1) 中 随机 地 取得 的 两 个 数 , 看 把 
(x,，y) 看 作 平面 直角 坐标 系 的 一 个 点 , 则 这 些 点 的 全 体 是 如 右 


图 所 示 的 正方 形 ,而 事件 “两 数 之 和 小 于 9" 便 是 正方 形 中 满足 


不 等 式 x+y < 的 点 的 全 体 ， 即 右 图 中 的 阴影 部 分 . 


根据 几何 概率 的 定义 , 所 求 概率 即 为 图 中 阴影 部 分 的 面积 
与 边 长 为 1 的 正方 形 的 面积 之 比 , 即 


g од 


【 例 20-7】 随机 地 向 半圆 0 <y < /2ax-x° (a 为 正常 数 ) 内 掷 一 点 , 点 落 在 半圆 内 任 
何 区 域 的 概率 与 区 域 的 面积 成 正比 , 则 原点 和 该 点 的 连 线 与 半 轴 的 夹 角 小 于 才 的 概率 为 


分 析 本题 考 查 几何 概率 的 定义 和 计算 . 应 将 “原点 和 ”， 
该 点 的 连 线 与 x 轴 的 夹 角 小 于 工 "与 平面 区 域 联系 起 来 ,如 


右 图 所 示 , 由 0 <у< V2ax -六 所 确定 的 区 域 是 上 半圆 . 过 
原点 O 作 线段 08, 使 其 与 x 轴 的 夹 角 为 4. 事件 “ 投 点 和 


22 x 
А (2а,0) 


原点 的 连 线 与 x 轴 的 夹 角 小 于 有 4” 等 价 于 事件 “ 投 点 落 在 图 中 的 阴影 部 分 即 区 域 D ру”, 所 
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以 ,由 几何 概率 的 定义 知 , 所 求 概率 为 


Sp 2 2 2 71 2acos0 í 
= = — * S, = — °: lldxdy = — | 40 二 一 十 一 
$ эе Ta P ла? | 4 та? [ [| рр 2 т 
解 “应 填 二 + 一 


2 т 
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21.2 解 题 方 法 


条 件 概率 在 不 具有 独立 性 的 场合 扮演 着 重要 的 角色 . 条 件 概率 P( B14) 是 指 在 已 知事 
件 4 发 生 的 条 件 下 , 事件 B 发 生 的 概率 ， 此 时 , А, B 之 间 在 时 间 上 一 定 有 “先后 ”关系 或 在 
逻辑 上 有 “ 主 从 "关系 . 

计算 的 法 通常 有 两 种 : 一 是 直接 利用 定义 ; 二 是 利用 “缩减 样本 空间 ”的 方法 . 

乘法 公式 可 以 将 很 复杂 的 事件 的 概率 计算 转化 为 简单 事件 的 概率 乘积 . 

(1) 条 件 概率 的 计算 公式 

P(AB) 
P(B|A) => үн 


[P(A) >0]. 
(2 ) 乘 法 公式 
P(AB) =Р(А)Р(В|А), [Р(А) >0]; 
P(AB) =Р(В)Р(А|В), [Р(В) >0]. 
Q&A, B, C 为 事件 , Н P(AB) >0, Д! 
Р( АВС) =Р(А)Р(В|А)Р(С|АВ). 
Q ЎА, А,, ，…, А, п “(Ё ( п>2), Н P(A, А, А, у) >0, i] 
Р(А 42… А) СРСА УРСА АРСА, А, А) ·--Р(А, [А А-А, 1). 


21.2 典型 题解 析 
【 例 21-1】 设 4, В, C 是 随机 事件 , 4 与 C 互 不 相 容 , P(AB) =—-, P(C) =—, MI 


P(AB|C) = 
分 析 由 于 4 与 C 互 不 相 容 , 所 以 AC=O, АВС= 0, 从 而 P(4BC) =0. 于 是 


карыш Ыг. иЕе: 
3 
解 ЛІЯ i 
[21-2] ЖА, B 为 随机 事件 , HB. P(B) >0, P(A1B) =1, 则 必 有 
(А) P(AUB) >Р(А) (В) P(AUB) >Р(В) 
(С) P(AUB) = Р(А) (D) P(AUB) = Р(В) 


分 析 本题 可 直接 根据 加 法 公式 及 乘法 公式 , ЭНН Р(А | B) =1 判断 即 可 ， 
P(AUB) =P(A) +P(B) -P(AB) 
| =P(A) +P(B) -P(A|B)P(B) 
=P(A) +Р(В) -Р(В) =P(A). 
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解 ЛЕС). 

[ 0] 21-3] А, B 是 两 个 随机 事件 , 且 0<P(4) <1, P(B)>0, P(BIA) =P(BIA), 
则 必 有 | 

(А) P(A|B) =P(A |В) (В) Р(А|В)&Р(А|В) 

(C) P(AB) =P(A)P(B) (D) P(AB)=P(A)P(B) 


分 析 ”根据 条 件 概率 的 定义 ,对 题 设 P(B14) =P(B14) 进 行 变形 即 可 .因为 


P(AB) ~ P(AB) Р(В) -P(AB) 
р(ду, P(B|A) = А кй 5 


P(A) 1 -P(A) 
P(AB) P(B) -P(AB) 
РОА) = Bch <， 整理 得 P(A4B) =P(A)P(B). 可 


P(B|A) = 


于 是 由 P(B|A) =P(B|A)í8, 


见 本 题 应 选 (C) . 

解 应 选 (C) . 

【 例 214】 甲 、 乙 两 人 独立 地 对 同一 目标 射击 一 次 ,其 命中 率 分 别 为 0.6 和 0.5, 现 已 
知 目标 被 击 中 , 则 它 是 甲 射 中 的 概率 为 . 

分 析 ”本题 为 条 件 概 率 的 计算 题 , 只 需 利 用 计算 条 件 概率 的 公式 及 独立 性 即 可 . 

设 A=“ 甲 击 中 目标 ”, B =“ 乙 击 中 目标 ”, 则 所 求 概率 为 


P|A(AUB)] _ P(A) 


POATAUB) ES родову “PT AY +Р(В) = PCAB3 


_P(A)+P(B)-P(A)P(B) 0.6+0.5-0.6x0.5 
解 ”应 填 0.75. 
[Ü] 21-5】 设 10 件 产品 中 有 4 件 不 合格 品 , 从 中 任 取 两 件 . 已 知 所 取 两 件 产品 中 有 一 
件 是 不 合格 品 , 则 男 一 件 也 是 不 合格 品 的 概率 为  _ 
піт Жа, 可 设 事件 4 =“ 有 一 件 是 不 合格 品 ”, В =“ 男 一 件 也 是 不 合格 品 ”, 则 所 


求 的 概率 应 是 条 件 概率 P(B|A). 求 P(B|4) 有 两 种 方法 
P(AB) 
方法 一 : 利用 定义 : P(B|A) = роду 


把 任 取 两 件 产品 作为 一 次 试验 , 则 该 试验 的 样本 空间 中 包含 的 基本 事件 总 数 为 Cio. 因 


为 AB =“ 任 取 丙 件 都 为 不 合格 品 "， AB 中 包含 的 基本 事件 数 为 C3， 故 PC4B) = 2 
10 
又 因为 4 = “两 件 均 为 合格 品 ”, A 中 包含 的 基本 事件 数 为 Ci, 故 P(A) =1 - P(A) = 
2 
Cs _2 Р(АВ) 15 1 
у 所 以 Р(В|А) ITIFYERTPTSES 
3 


方法 二 : 利用 缩减 样本 空间 法 . 

把 4 视 为 “样本 空间 ”, 对 所 取 产 品 不 考虑 先后 次 序 ， 导 致 事件 4 发 生 的 事件 共有 两 
类 : Q 两 件 产品 都 是 不 合格 品 ; @ 两 件 产品 中 一 件 是 不 合格 品 , 另 一 件 是 合格 品 . 包含 的 
基本 事件 数 分 别 为 C4，C4 Се, 则 A 中 包含 的 基本 事件 数 为 Ci + С} СІ. 而 AB 中 包含 的 基 


21 ”条件 概 率 的 计算 与 乘法 定理 的 应 用 
TSS PE Me ЖАША ASE. Q. Q 


2 
本 事件 数 为 C3, 并且 AB 中 的 基本 事件 都 在 4 中 , 故 P(B|4) = 二 -= 二 
4 4 ~0 


4 ”应 填 = 


【 例 21-6】 ба 个 白 球 和 请 个 黑 球 , 随机 地 取出 一 个 , 然后 放 回 , 并 同时 再 放 进 
与 取出 的 球 同色 的 球 c 个, 再 取 第 二 个 , 这 样 连续 取 3 次 , 问 取出 的 3 个 球 中 前 2 个 是 黑 
球 、 第 3 个 是 白 球 的 概率 是 多 少 ? 

分 析 若 记 4A; =“ 第 i 次 取 到 黑 球 ”(i=1,2,3), 则 本 题 为 求 概率 P(4 A. Аз), 显然 ， 
利用 乘法 公式 计算 简单 . 

解 ” 记 4;=“ 第 i 次 取 到 黑 球 ”(i=1, 2, 3). 由 题 设 , 有 


b 
мале» 


b+c 
а+р+с’ 


Р(А, |А) = 


Р( А» А, А, ) = 


于 是 , 由 乘法 定理 得 所 求 事件 А, А, 43 的 概率 为 
P(A, A, A3) = Р(А, )Р(А, |А, )Р(А, [А, А,) 
—b _ бф". а 
a+b a+b+c а+Ь+2с 


_.—®........ 
а+Б+2с 
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22 利用 全 概 素 公式 与 中叶 斯 公式 计算 大 机 事件 概率 的 方法 


22.1 БЖ 


全 概率 公式 是 很 重要 的 一 个 计算 公式 , 掌握 利用 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 的 条 件 与 场 
合 是 非常 重要 的 . 


全 概率 公式 P(A) = > P(Bi)P(4|Bi) 中 体现 的 思想 是 分 解 , 即 把 复杂 事件 4 分 解 成 
1=1 


简单 事件 之 和 的 形式 . 使 用 全 概率 公式 的 问题 , 一 般 都 有 两 个 层次 : 第 一 个 层次 是 原因 事 
Е, 第 二 个 层次 是 结果 事件 . 在 全 概率 公式 中 , 诸 B; 便 是 原因 事件 , А 是 结果 事件 . 全 概率 
公式 处 理 的 一 般 都 是 “由 原因 索 结 采 ” 的 问题 . 


)P(Ə°A|B, 
由 时 斯 (Bayes) 公式 PCB14) = (ВОРА ВО (; 1，2，…, n) 有 时 称 为 后 验 概 素 


公式 , 它 实际 上 是 条 件 概 率 , 是 在 已 知 结果 发 生 的 情况 下 , 求 导 致 结果 的 茶 种 原因 的 可 和 肯 
性 的 大 小 . 比如 求 P(B |А), 当 P(A) (常用 全 概率 公式 计算 ), Р(В,), Р(А | ) 较 易 求 
得 时 , 就 要 用 贝 叶 斯 公式 , 处 理 的 问题 恰好 是 “由 结果 追 原因 ”. 

全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 使 用 的 关键 是 要 找到 导致 事件 4 发 生 的 完备 事件 组 B ., В,, 
+, В 


n° 


22.2 ”典型 题解 析 

【 例 22-1】 从 数 1, 2, 3, 4 中 任 取 一 个 数 , 记 为 X, 再 从 1,…, X 中 任 取 一 个 数 , 记 为 
Y, Д] P{Y=2}= . 

分 析 本题 显然 是 利用 全 概率 公式 计算 的 问题 ，{7 了 =2} 是 结果 , (X=il(i=1,2,3, 
4) 是 所 有 的 原因 事件 . 

P{Y=2}=P{X=1}. P{Y=2IX=1}+P{X=2}: Р{Ү=21Х=2}+ 
Р{Х =3}• P{Y=2IX=3}+P{X=4}. Р{У=21Х=4} 

1 1 1 1 1 13 


解 应 填 15. 


【 例 22-2】 第 一 个 盒子 中 装 有 5 个 红 球 和 4 个 白 球 ; 第 二 个 盒子 中 装 有 4 个 红 球 和 5 
个 日 球 ， 先 从 第 一 个 盒子 中 任 取 2 个 球 放 人 第 二 个 盒 中 去 ， 然 后 从 第 二 个 盒子 中 任 取 1 个 
PR. 求 取 到 白 球 的 概率 . . 

分 析 “本题 显 然 也 是 利用 全 概率 公式 计算 的 问题 .“ 从 第 二 个 盒子 中 取 到 白 球 "是 结 
果 , 而 "从 第 一 个 盒子 中 取 到 i 个 白 球 (i=0, 1, 2) "是 所 有 的 原因 事件 . 

解 设 B=“ 从 第 一 个 盒子 中 取 到 i 个 白 球 ”(i=0, 1, 2), A =“ 从 第 二 个 盒子 中 取 到 
白 球 ”, H 
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С; 5 Cs С 10 Са 3 


5 6 7 
P(A|B,) =" Р(А|В,) тү: Р(А [В,) =. 
TE, 由 全 概率 公式 ,得 
5 э°10 6 232 7 53 


2 
Р(А) = >, P(B,)P(A|B;) 二 
【 例 22-3】 设 玻璃 杯 整 箱 出 售 , 每 箱 20 H, 各 箱 含 0, 1, 2 只 残 次 品 的 概率 分 别 为 
0.8, 0. 1, 0.1; 一 顾客 欲 购买 一 箱 玻璃 杯 , 由 售货员 任 取 一 箱 , 经 顾客 开 箱 随机 查看 4 Н, 
右 无 残 次 品 , 则 头 此 箱 玻璃 杯 ， 否 则 不 买 . K: 
(1) 顾客 买 此 箱 玻璃 杯 的 概率 о; 
(2) 在 顾客 买 的 此 箱 玻璃 杯 中 , 确实 没有 残 次 品 的 概率 B. 
分 析 (1) 利用 全 概率 公式 计算 ; (2) 利用 贝 叶 斯 公式 计算 . 
解 设 A=“ 顾 客 买 下 所 查看 的 一 箱 玻璃 杯 ”，B; =“ 箱 中 恰好 有 i 件 残 次 品 "(i=0, 1, 
25, 
H ч 
Р(В,) =0.8, Р(В,) =0.1, РСВ) =0.1. 
4 


С 
Р(АІВ,) =1, P(A|B,) ‚сї, -5 


(1) 由 全 概率 公式 , 得 
wy > P(B,)P(A|B,) =0.8 x1 +0.1 < +0. 1 1290. 94; 
(2) 由 贝 叶 斯 公式 , 得 
B=P(Bo|A) „0804 8) ов 85. 
[01224] 设 有 来 自 三 个 地 区 的 各 10 名 、15 名 和 25 名 考生 的 报名 表 , 其 中 , 女生 的 
报名 表 分 别 为 3 y. 7 份 和 5 份 . 随机 地 取 一 个 地 区 的 报名 表 , 从 中 先后 抽出 2 份 . 
(1) 求 先 抽 取 的 1 份 是 女生 表 的 概率 р; 
(2) 已 知 后 抽 到 的 1 份 是 男生 表 , 求 先 抽 到 的 1 份 是 女生 表 的 概率 q. 
分 析 (1) 应 用 全 概率 公式 ; (2) 计算 的 是 条 件 概率 . 
解 (1) 记事 件 B = "第 7 次 抽 到 的 报名 表 是 女生 表 (7 =1, 2), А; = “报名 表 是 第 i 个 
地 区 的 ”(i=1, 2, 3). 易 见 , 4 А, 43 构成 了 一 个 完备 事件 组 , H. 


P(4i) = 地 处 (i=1, 2,3), Р(В, |А,) =, РВ |А) =75, РВ. | As) -去 
(1) 应 用 全 概率 公式 , 得 
р=Р(В,) = У, P(ADP(B |а) 1 [15 tis ts) 29 
(2) а=Р(В||В,). 需 先 计算 概率 РОВ, В,) у Р(В,). 对 事件 В, B, 再 次 用 全 概率 公 
式 , 得 
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3 
Р(В, B,) = У, Р(А,)Р(В, В, |А) => x Kars ¿LS s. 20). 20 


而 由 “抽签 原理 ”可 知 ， Р(В,) = =Р(В,) =o, 8 
20 
~、_P(B1B,) 90 20 
Р(В,) 61 61 
90 
注 “ 如 果 没 有 想到 “抽签 原理 ”, 则 需要 再 次 应 用 全 概率 公式 计算 Р( В, В), 再 用 加 法 
公式 求 出 P(B,): 
7.6.87 20 19 


3 
P(B, В) = PS В, |А,) =+ x x (15 RT “m [эди 
P(B,) =Р(В, B,) +Р(В, B,) = 


【 例 22-5】 设 有 三 门 火炮 同时 对 同一 架 飞 机 射击 , 命中 率 分 别 为 0.2, 0.3, 0.5， 飞 机 
被 命中 一 发 而 被 击毁 的 概率 为 0.2, 被 命中 两 发 而 被 击毁 的 概率 为 0.6, 被 命中 三 发 而 被 击 
毁 的 概率 为 0.9. 求 三 门 火炮 在 一 次 射击 中 击毁 飞机 的 概率 . 

分 析 本题 也 属 应 用 全 概率 公式 求解 的 题 型 ,同时 依 题 中 的 实际 情况 , 注意 到 三 门 火 
炮 对 飞机 射击 是 相互 独立 的 . 

解 设 4= "三 门 火炮 在 一 次 射击 中 击毁 飞机 ”，Bi; =“ 飞 机 被 命中 i 发 炮弹 "(i=0,1， 
2,3), А; =“ 第 j 门 火炮 命中 飞机 ” (j=1, 2,3), Д] Р(А,) =0.2, Р(А,) =0.3, P(As) = 
0.5, ҢА, 42 ,43 相互 独立 . 因为 

В =A, А, Аз, В, =A, А, А, ЈА, A; As UA, А, As, 
B, =A, À, А, UA, А, А, UÀ, À, A; , B, =А, А, Аз. 
又 因为 4 А, As, А, А, As, А, А, 43 两 两 互 斥 , A1 А, As, А, А, As, А, А, Аз ЕЖ, № 
而 
Р(В,) = P(A, А, As) =P(A, )P(A,)P(A,) =0.8 х0. 7 х0. 5 =0. 28, 
Р(В,) =Р(А,)Р(А,)Р(А,) +Р(А,)Р(А,)Р(Аз) +Р(А,)Р(А,)Р(А;) 
=0.2 х0.7 х0. 5 +0. 8 х0. 3 х0. 5 +0. 8 х0. 7 х0. 5 =0. 47, 
Р(В,) = Р(А;)Р(А;)Р(Аз) +Р(А, )Р(А,)Р(А,) +Р(А)Р(А,)Р(А;) 
=0.2 х0. 3 х0. 5 +0. 2 х0. 7 х0. 5 +0. 8 х0. 3 х0. 5 =0. 22, 
Р(В,) = Р(А,)Р(А,)Р(А,) =0.2х0.3 х0. 5 =0.03, 
P(A|B,) =0, Р(А |В) =0.2, P(A|B,) =0.6, Р(А |В) =0.9. 
ПЕН 12, 得 


3 
P(A) = У Р(В,)Р(А|В,) =0. 28 х0 +0. 47 х0. 2 +0. 22 х0. 6 +0. 03 х0. 9 
і =0 
= 0). 253. 
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23.1 解 题 方法 


随机 事件 的 独立 性 是 概率 论 中 应 用 最 广泛 的 一 个 重要 概念 , 掌握 其 定义 、 性 质 、 判 别 
方法 及 应 用 是 本 部 分 的 要 点 . 
І. 独立 性 的 定义 
(1) 称 事 件 4 与 B 相互 独立 , 如 果 它 们 满足 等 式 P(A4B) = Р(А)Р(В). 
(2) 称 三 个 事件 4, B,C 相互 独立 , 如 果 它 们 满足 下 面 四 个 等 式 : 
P(AB) =P(A)P(B), P(AC) =Р(А)Р(С), 
Р(ВС) =Р(В)Р(С), Р(АВС) = Р(А)Р(В)Р(С). 
如 果 4, B, C 仅 满足 以 上 前 三 个 等 式 , ДИКА, В, C 两 两 独立 . 
(3) 称 半 个 事件 4, , А,, ，…, A,(n 宇 2) 相 互 独立 , 如 果 它 们 中 任意 k(2<k<n) 个 事件 
的 积 事件 的 概率 都 等 于 各 事件 概率 的 乘积 . 
H. 独立 性 的 性 质 
(1) 若 4 与 妃 相 互 独立 , 则 4 与 B、4 5 B. A 与 B8 也 相互 独立 . 
(2) ЖА, 4，…, A. (nn 三 2) 相 互 独立 , 则 它们 中 的 任何 一 部 分 事件 也 相互 独立 . 
Ш. 独立 性 的 判定 
(1) 直观 性 判定 (实际 推断 ) : 者 试验 独立 , 则 其 结果 必 相 互 独 立 . 
(2) 充 要 条 件 : 
ФА У B4#HjhsreP(AB) = Р(А)Р(В). 
©Р(А|В) = Р(А) [P(B) >0] 
©Р(В|А) =Р(В) [P(A) >0] 
@ 7” 个 事件 4 , А,, ，…, А, (п22) аут НАЕ ЧЕТА B В) 
对 立 事 件 后 ,所 得 到 的 n 个 事件 仍 相 互 独立 . 
ГУ. 独立 性 的 应 用 
相互 独立 的 事件 А,, 4; ，…, 4, 至 少 发 生 一 个 , 其 概率 的 计算 公式 为 
P(A UA, О: тр =1-Р(А,)Р(А,)·-Р(А,). 
V. 二 项 概率 公式 
!. 重 伯 努 利 试验 中 , 事件 4 恰好 发 生 k(0<k<sn) 次 的 概率 为 
P AR) = Ck р“(1-р)"-* (k=0,1,2, --, п). 


23.2 ”典型 题解 析 
【 例 23-1】 设 两 个 相互 独立 的 事件 4 和 B 都 不 发 生 的 概率 为 ,4 发 生 而 В 不 发 生 的 


概率 与 В 发 生 而 A 不 发 生 的 概率 相等 , 则 P(A) = 
分 析 利用 事件 独立 性 的 概念 及 事件 概率 的 计算 公式 即 可 
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由 题 设 知 
Р(А B) => Ф 
P(AB) =Р(А В), 2) 
由 于 A 和 B 相互 独立 , 必 有 A 和 B 相互 独立 , 故 由 内 式 得 
Р(А) . Р(В) = @ 
由 @) 式 得 Р(А) - (AB) =P(B) -P(AB), В P(A) =P(B). 从 而 
P(A) =P(B), (4) 


将 @ 式 代入 @ 式 得 P(A) =, 因此, Р(А) == 


解 nag =. 
【 例 23-2] 设 两 两 相互 独立 的 事件 4, B 和 C 满足 条 件 : ABC = @, P(A) = P(B) = 
P(C) <—, 且 已 知 P(AUBUC) =-=, M| P(A) = 


分 析 利用 概率 的 加 法 公式 和 事件 独立 的 概念 即 可 .因为 
P(AUBUC) =P(A) +P(B) +P(C) -P(AB) -P(AC) -P(BC) +Р(АВС), 
由 题 设 知 


Р(А) =P(B) =Р(С), 

Р(АВ) = Р(А)Р(В) =[Р(А) ]?, 
P(AC) =Р(А)Р(С) =[P(A) ]°, 
Р(ВС) = Р(В)Р(С) =[Р(А) ]?, 
Р(АВС) =0. 


因此 有 е =3Р(А) -3[P(4)]?, 即 [P(4)]? - P(4) + =0. 解 此 方程 得 P(A) = + 或 


1. 
4 
Р(А) =. 又 由 题 设 知 P(A) <>, 故 P(A) =+ 

ш “应 填 — 

Ж 题 中 去 掉 РСА) < 广 的 条 件 仍 可 得 到 Р(А) = 二， 这 是 因为 ,如 果 P(A) =, MI 
得 蔬 盾 式 = Р(А) <P(AUBUC) = 5. 但 是 加 上 条 件 P(A) < 元 , 可 直接 排除 P(4) = 
于 ,使 问题 的 难度 减 小 

【 例 23-3】 设 三 次 独立 试验 中 , 事件 4 出 现 的 概率 相等 , 若 已 知 4 至 少 出 现 一 次 的 概 
率 等 于 7， 则 事件 4 在 一 次 试验 中 出 现 的 概率 为 。 ， 


分 析 车 直接 由 已 知 4 至 少 出 现 一 次 的 概率 等 于 六 去 求解 本 题 , 则 要 考虑 可 能 出 现 一 
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次 、 两 次 、 三 次 等 情况 , 计算 量 大 , 所 以 利用 逆 事 件 计 算 较 为 方便 . 

IA, = 事件 4 在 第 i 次 试验 中 出 现 ”, 则 P(4;) =p (i=1, 2, 3). 而 事件 “三 次 独立 
试验 中 4 一 次 都 不 出 现 " 是 事件 “三 次 独立 试验 中 至 少 出 现 一 次 ”的 逆 事 件 , 其 中 的 前 一 事 
件 为 4, А, Аз, 所 以 , 由 逆 事 件 的 概率 性 质 P(A) =1 =P(4) 以 及 三 次 试验 独立 , 得 


7 =1 -P(A A, A;) =] -P(4)P(4; )P(43 ) = 1 = (1 -р)?, 


п 1 
ЖИВ p =? 

解 应 填 二 

【 例 234】 设 4, B, C 三 个 事件 两 两 独立 , 则 4, B, C 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 


(A) 4 与 BC 独立 (B) AB 与 4UC 独立 

(С) АВ 与 4C 独立 (D) AUB 与 4UC 独立 

Эіп 由 于 4, B,C 三 个 事件 两 两 独立 , 因此 A, В, C 相互 独立 的 条 件 是 P(ABC) = 
Р(А)Р(В)Р( С). 


ФА, B,C 两 两 独立 的 前 提 下 , А, B,C 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 选项 (A) . 
因为 若 4 与 BC 独立 , 则 | 
Р( АВС) =P(A)P(BC) =Р(А)Р(В)Р(С), 
所 以 A, B，C 相互 独立 ; 反 过 来 , ЖА, B，C 相互 独立 , 则 有 
P(ABC) =P(A)P(B)P(C) = Р(А)Р(ВС), 
说 明 选 项 (A) 成 立 . 而 其 余 选项 均 无 法 推出 以 上 结论 . 
解 ”应 选 (A) . 
【 例 23-5】 某 人 向 同一 目标 独立 地 重复 射击 , 每 次 射击 命中 目标 的 概率 为 p(0 <р < 
1), 则 此 人 第 4 次 射击 恰好 第 2 次 命中 目标 的 概率 为 ， 
(А) 3р(1 - p). (В) 6p(1 - p). 
(С) 3p2(1 -р)?. (D) 6р? (1 -р)?. 
分 析 设 事件 4 =“ 第 4 次 射击 恰好 第 2 次 命中 目标 ”, 则 4 表示 共 射 击 4 ҮК, 其 中 前 3 
次 只 有 1 次 击 中 目标 , Ва 次 击 中 目标 . 因此 
P(A) =C3p(1 -р)? р=3р?(1 -р)?. 
解 ”应 选 (C) . 
[9123-6] 三 人 独立 地 去 破译 一 份 密码 , 已 知 各 人 能 译 出 的 概率 分 别 为 =， ас, аг. М 
三 人 中 至 少 有 一 人 能 将 此 密码 译 出 的 概率 是 多 少 ? 
分 析 显然 每 个 人 是 否 能 译 出 密码 是 相互 独立 的 , 故 可 用 事件 的 独立 性 来 计算 概率 . 
解 ” 三 人 能 否 译 出 密码 相互 独立 , 记 4; =“ 第 i 个 人 能 译 出 ”(i=1, 2, 3), ДШ 
Р(А ОА, UA3) =1 -P(A1 ОА, ОА) =1 -P(A А, Аз) =1-Р(А,)Р(А,)Р(А)) 


єй - (1 - 5) -2)(1-4) =1-94=0.6 
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【 例 23-7】 甲 、 乙 两 个 乒乓 球 运 动员 进行 单打 比赛 , 每 赛 一 局 甲 胜 的 概率 为 0.6, 乙 胜 
的 概率 为 0.4， 比 赛 既 可 以 采用 三 局 两 胜 制 , 也 可 以 采用 五 局 三 胜 制 . 问 采用 哪 种 赛制 对 甲 
有 利 ? 

分 析 显然 , 甲 和 乙 在 各 局 比赛 中 是 否 获胜 都 是 相互 独立 的 . 本 题 考查 的 是 甲 在 哪 种 
赛制 下 获胜 的 概率 最 大 .为 使 甲 最 终 获 胜 , 奉 采 用 三 局 两 胜 制 , 则 甲 至 少 要 获胜 两 局 ， 即 
“ 甲 在 前 两 局 获胜 ”或 “ 甲 在 前 两 局 中 胜 一 局 且 在 第 三 局 中 获胜 ”; 大 采用 五 局 三 胜 制 , 则 甲 
至 少 要 获胜 三 局 , 即 “ 甲 在 前 三 局 获胜 ”或 “ 甲 在 前 三 局 胜 两 局 且 在 第 四 局 获胜 ”或 “ 甲 在 前 
四 局 胜 两 局 且 在 第 五 局 获胜 ”. 

解 (1) 采用 三 局 两 胜 制 . 设 4 =“ БАЧКЕ", А, =“ 甲 在 前 两 局 获胜 ”, A, = “ ВЕ 
前 两 局 中 胜 一 局 且 在 第 三 局 获胜 ”, ША =А, ОА,, Н.А, A, =0, 而 

Р(А,) =0.6 x0.6=0.36, Р(А,) = С! x0.6! х (1 –0. 6)! x0.6 =0. 288, 
故 
Р(А) =Р(А,) + P(A,) =0. 36 +0. 288 =0. 648. 

(2) 采用 五 局 三 胜 制 . В =“ НЕКЕ”, В, = “ 甲 在 前 三 局 获胜 ”, B, = “ НЕН 
局 胜 两 局 且 在 第 四 局 获胜 ”，B3 =“ 甲 在 前 四 局 胜 两 局 且 在 第 五 局 获胜 ", В = B, Ü B, U 
B,, B. В, B,=@, (izxj;i,j=1,2,3), 而 

P(B,) =C3 х0. 6° x (1 -0.6)° =0.216, 
Р(В,) =С? х0. 62 х (1 -0.6)! x0.6 =0. 259, 
Р(В,) = С2 х0. 6? х (1 0. 6)? х0. 6 =0. 207, 


Р(В) =Р(В,) +Р(В,) +Р(В,) =0. 216 +0. 259 +0. 207 =0. 682. 
综 上 , 由 于 P(B) >P(4),， 即 甲 在 五 局 三 胜 制 下 获胜 的 概率 最 大 , 所 以 采用 五 局 三 胜 
制 对 甲 有 利 . 
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24.1 解 题 万 法 


求 离 散 型 随机 变量 的 分 布 律 及 分 布 函 数 ， 只 需 按 照 如 下 定义 直接 计算 即 可 . 
设 离散 型 随机 变量 X 的 所 有 可 能 的 取 值 为 x.(k=1, 2,，…), 且 和 X 取 各 个 值 的 概率 为 
Р{Х=х„}=р, (k=1,2,.…), 


ВЕ, р„>0 ( k=1,2, ===), У ру = ， 则 
k= 


(1) 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
“© [x | xz [rz | | x _ 
„ | > | | — [ > | 


(2) 和 的 分 布 函数 为 
Ё(®)=Р{Х&®]= У Р{Х=з,}= Уд 


x< x x, <x 


求 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 的 关键 在 于 由 题 意 设 出 随机 变量 X, 找 出 所 有 可 能 的 取 值 
х,(К=1, 2,…), 并 求 出 取 每 个 可 能 值 的 概率 Мадре, 2, +). 


24.2 ”典型 题解 析 


【 例 24-1】 将 一 颗 仍 子 抛掷 两 次 , 以 X 表示 两 次 中 得 到 的 小 的 点 数 , 试 求生 的 分 布 律 . 
分 析 ”按照 分 布 律 的 定义 , 应 首先 根据 随机 变量 X 的 含义 确定 出 所 有 的 可 能 取 值 , 然 
后 求 出 X 取 每 个 可 能 值 (随机 事件 ) 的 概率 即 可 . 
解 SD 2.3,4,5,6, XE 
Bi ЕЗ п (两 次 都 是 1 或 两 次 恰 有 一 个 1, 以 下 类 同 ) ， 
1х1 С, х1х4 9 


ME 6х6 726 
РУ йт а. 


所 以 , X 的 分 布 律 为 
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【 例 24-2】 已 知 甲 、 乙 两 箱 中 装 有 同 种 产品 , 其 中 甲 箱 中 装 有 3 件 合格 品 和 3 件 次 品 ， 
乙 箱 中 仅 装 有 3 件 合格 品 . 从 甲 箱 中 任 取 3 件 产品 放 人 乙 箱 后 , Ж: 

(1) 乙 箱 中 次 品 件数 xX 的 数学 期 望 ; 

(2) 从 乙 箱 中 任 取 一 件 产品 是 次 品 的 概率 . 

分 析 (1) 确定 出 和 的 分 布 律 即 能 求 出 E(X); 

(2) 利用 全 概率 公式 可 计算 出 从 乙 箱 中 任 取 一 件 产品 是 次 品 的 概率 . 

解 (1) X 的 可 能 取 值 为 0, 1, 2, 3. 下 面 计算 X 取 各 个 值 的 概率 jp 

В, =“ 从 甲 箱 中 取出 的 三 件 产品 中 , 次 品 件数 为 i” (i=0, 1, 2, 3), 
则 


P{X=0}=P( Bo) = 
СїхС? © 

сс 2 
CsxC 9 


Р{Х=1}=Р(В,) = 


P{X=2}=P(B,) = 


GXxC 1. 


Р{Х=З}=Р(В,) = => 
6 


故 X 的 分 布 律 为 


因此 


1 9 
Е(Х) =0x520+1x20+2x20+3 x50 = 了 


(2) 记 4 =“ 从 乙 箱 中 任 取 一 件 产品 是 次 品 ”, 则 由 全 概率 公式 得 
P(A) =P(Bo)P(A|Bo) +Р(В,)Р(А|В,) +P(B,)P(A|B,) +P(B,)P(A|B,) 


【 例 24-3] 设 随 机 变量 X 的 分 布 函数 为 


0, x< -1, 

(X) „РЕЙ = 04, -і=<х<1, 
0.8, 1=х<8, 
1 х2>3, 


ДХ У | 
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分 析 “本题 是 由 离散 型 随机 变量 的 分 布 图 数 反 求 分 布 律 的 问题 . 
解 ”方法 一 : 因为 
P{X=x}=P{X<x}-P{X<x}=F(x) -F(x-0), 
所 以 , 只 有 在 F(x) 的 不 连续 点 (x= -1, 1, 3) 上 P{X=x} 不 为 零 , Н 
P{X= -1}=F( -1) -F( -1-0)=0.4-0=0.4, 
Р{Х=1}=Е(1) -Е(1-0) =0.8 –0.4 =0. 4, 
Р{Х =3}=Е(3) —F(3 -0) =1 -0.8 =0. 2. 
方法 二 : 直接 做 出 X ЛР Р(х) 的 图 形 ， 如 右 图 所 
7. 
H JT BTE6JE 8777 1р РА 2% X:J ЛУ НУ BB #JL F Е 3) ES BX ЕЗ 
ш, 且 随 机 变量 在 跳 牙 点 处 取 值 的 概率 不 为 零 ， 等 于 跳跃 幅度 
的 大 小 , 因此 


Р{Х = -11=0.4， 
Р{Х=1}=0.4, 
PIX =3}-=0. 2. 


2 02 
【 例 244】 从 学 校 乘 车 到 火车 站 的 途中 有 3 个 交通 岗 ,假设 在 各 个 交通 岗 遇 到 红 灯 的 
事件 是 相互 独立 的 , 并且 概率 者 是， 设 x 为 途中 遇 到 红 灯 的 次 数 , 求 随机 变量 X 的 分 布 
律 、 分 布 函数 和 数学 期 户 
分 析 “本 题 是 一 道 有 关 离散 型 随机 变量 的 基本 题 型 由 题 设 可 知 X в(з, +), 由 此 
可 得 XX 的 分 布 律 、 分 布 函 数 和 数学 期 望 


解 ШШ, 易 知 X~B(3， +]. 即 区 的 可 能 取 值 为 0, 1,2,3, Н 
р{х=о}=с} (2) (1-2) =2®, 
наннан (870-37-65 
Рх) х (5) (1-5) "Ds 
хез (0-8 


所 以 , X 的 分 布 律 为 
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由 分 布 律 可 得 XX 的 分 布 函 数 为 


Р(х) =P X Scx e= 


2 6 
Е(Х) =3 xÇ = 


27 54 36 8 6 
E( X) =0xj125+1 x]125+2x125+3xX]155= 5 
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25 “一 维 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 或 分 布 函数 的 判定 与 求法 


25.1 解 题 方法 

I. 一 维 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 的 确定 方法 

(1) 奉 已 知 含有 参数 的 概率 密度 函数 f( x) 的 表达 式 , 则 可 利用 概率 密度 函数 的 如 下 两 
条 特征 性 质 来 确定 其 中 的 参数 . 

QD f(x)=0 (-w <x<+%); 

Ф | fr)dr =1 


(2) ЖЕМ Р(х), Д f(x) =F'(x), 其 中 , x 为 f(x) 的 连续 点 [在 f(x) 的 不 
连续 点 处 , 可 补充 fx) =0]. 

П. 一 维 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 F(x) 的 确定 方法 

Q 若 已 知 一 维 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 f(x) ， 则 

F(x) = Р{Х=х} = [Г f(t)dt (-о<х< +оо); 
@ 若 已 知 含有 参数 的 分 布 函数 Р(х) 的 表达 式 ， 则 可 利用 分 布 函数 的 性 质 , 如 
F( +) =1, F(-%)=0, F(x+0) = F(x) 

来 确定 其 中 的 参数 . 

П. 者 已 知 一 维 连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 F(x) 或 概率 密度 函数 fx)， 则 

Р{х, <X<x,1=F(x,) - F(x,) = о) а ( Vx, <). 


25.2 典型 题解 析 

【 例 25-1】 设 Xl 和 X, 是 任意 两 个 独立 的 连续 型 随机 变量 , 它们 的 概率 密度 分 别 为 
万 (x)#H f, (x) , 2771р РА 2771] 20) Е! (xz) 和 不 了 人大) , Д. 

(А) fi(x) + f, (x) 必 为 某 一 个 随机 变量 的 概率 密度 

(B) 万 (xz) 户 (xz) 必 为 某 一 个 随机 变量 的 概率 密度 

(C) Е, (х) +F,(x) 必 为 某 一 个 随机 变量 的 分 布 函 数 

(D) Fi(x)F,(x) 必 为 某 一 个 随机 变量 的 分 布 函 数 

分 析 ”本题 考查 概率 密度 和 分 布 函 数 的 性 质 ， 由 于 

САО) +5) Је = л) + АО) =1+1=2， 


可 排除 (A) . 


мей} (x) ея. кз), "р, 2e2 x>0, 
ня ач x<0, 2" =“, х<0, 
Ое му, 


但 f(x)f (x) | „<р 不 能 作为 某 一 个 随机 变量 的 概率 密度 , 故 可 排除 (B) . 


0, 


108 线性 代数 和 概率 统计 思维 训练 与 解 题 方 法 


再 由 Fi(+%)+F,(+%m)=1+1=2 关 1, 可 排除 (C) . 故 (D) 为 正确 答案 . 
解 ” 应 选 (D). 


Ж ЖЖ Y=max(X,, Х,}, 则 了 的 分 布 函数 为 Fi (x)F,(x), 可 直接 得 (D) 为 正确 答 
案 . 

【 例 25-2】 设 Fi(x) 与 F,(x) 为 两 个 分 布 函 数 , 其 相应 的 概率 密度 f(x) 与 有 (x) 是 连 
ЖОРА, 则 必 为 概率 密度 的 是 

(А) fi(x)f (x) (В) 2f,(x)F (x) 

(C) fi(x)F,(x) (D) fi(x)F,(x) + (х) Еу (х) 

分 析 A ES 2 ж} An РАЖ Б ЛИЕ БЕ pR КАЈЛ ВЈ Ж. 

由 于 (x) 与 有 (x) 均 为 连续 函数 , ЕСЕ ПНИН РЕКС F (х) 5 到 (xz) 也 连续 . 根据 概 


率 密度 的 性 质 , 应 有 f(x) 非 负 ， 有 | f(x)dx =1. 在 四 个 选项 中 , 只 有 (D) 选项 满足 如 下 
条 件 : 


ЛОР, (х) +h(x) F(x) Јах 


三 F,(x)dF,(x) + Ni F, (x)dF, (х) 


Еу (х) Р, (х) | 
解 жр). 


(01 25-3 ] й Fi (х) 与 F, ( x) 分别 为 随机 变量 Х| 与 S apakta sq F(x) = 
aF (х) – pF2(x) 是 某 一 随机 变量 的 分 布 函数 , 在 下 列 给 定 的 各 组 数据 中 ， 


-| F(x)dF(x) + | Рү(х)аЕ,(х) = 1. 


2 2 2 
(A)a=—,b= -< (B) а=, = 
1 3 1 3 


分 析 “根据 分 布 函数 的 性 质 知 ，lim_F(z) =1, 有 
іт Е(х) =а „іт F (х) _ b „Шт Р(х) =. 


Ella - b =1. 对 比 四 个 选项 知 ， 只 有 (A) 中 的 a 和 5 满足 a - р =1. 
解 应 选 (A) . 


0, х<0, 


【 例 254】 设 随 机 变量 XX 的 分 布 函 数 为 F(x) = j 4sinx, 09795 рд = 


AT. 


1. X> ， 


KUN WE 
Р] |х| <= I 


分 析 “根据 分 布 函数 的 性 质 知 lim F(x) = 如 到),， 由 此 可 得 4=1， 而 


ы! 
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т\т жү „ү тү. $ À _ 
p| |х| < 全 |=P| | F| s] =sin 3 0 = 


解 应 填 1, 5. 


【 例 25-5】 已 知 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 1(x) = ре (о <x< +оо), ДХ 
的 分 布 函数 为 F(x) = 


分 析 ”本题 是 一 个 常规 题 型 ， 是 由 概率 密度 函数 求 分 布 函 数 ， 只 需 直 接 计 算 积 分 
Е(х) = |` К) (- о <x <+ e) В. 


х<0, 


x x ] =" 
FOX) = yC tydt = ет! аг =) o М 
# J. 2 J те dt + | >e ar, x > 0 
| 一 oo 0 
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26_ 儿 个 常用 随机 交 量 的 概率 分 布 


26.1 А 


应 牢记 下 列 几 个 常用 随机 变量 的 分 布 律 或 概率 密度 , 在 计算 相应 的 随机 事件 的 概率 
时 , 应 首先 找 出 随机 变量 的 分 布 , 然后 便 直接 套用 公式 即 可 . 
(1) (0-1) 分 布 : 分 布 律 为 
Р{Х=К}=р*(1-р)!* (k=0, 1). 
(2) 二 项 分 布 X~B(n, р): 分 布 律 为 
Р{Х=К}=СЁр(1-р)"7* (k=0,1,2, +, n). 
(3) 泪 松 分 布 X~ P( À) : 分 布 律 为 


А“ 
Р{Х=К}ђ=ттет^ (К=0, 1,2, --). 
(4) 均匀 分 布 X~ О(а, Ь): 概率 密度 与 分 布 图 数 分 别 为 


0, x<a, 
= aq<x<b 
Жж) = l-> F(x) = = а<х<Ь 
b-a 
0， 其他; 
1, х > Б, 


(5) 指数 分 布 : ВЕ Б 21р РКУ 


NE х>0, 1 е^. sO. 
Jo) = x<0; Роу = м х<0. 
(6) ЕЖ Х ~ Ми, КА 概率 密度 与 分 布 图 数 分 别 为 


f(x) = e 20727 (-ю<х< +), 


二 


ЕСЖ) = 


x (r—.)2 
J e 22 dt (- о <x< +e). 
— co 


2 
标准 正 态 分 布 X~N(0, 1): В jr ВА |27 


„2 
ф(х) = 1 е2 (- о <х< +), 


2л 
Ф(х) =—= [` е ; а (-oo <x< +e). 


26.2 ”典型 题解 析 


【 例 26-1】 随机 变量 X, 了 都 服从 二 项 分 布 ; X ~ B(2, p), Ү-В(4, p). 已 知 
Р{Х>1} = 总， 则 PIY>11= 
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(A) 9 (в) 29 (С) ат (D) 1 
分 析 本 三 查 二 项 分 布 панна уни 再 计算 概率 
iH P(X21)=1-P(X=0)=1-(1-p)' =H р =-уз Ж Ү-В(4, +], AA 


P{7>1}=1-P{7=0}=1-(1- 本 | =29 

故 应 选 (A) . 

解 应 选 (A) . 

【 例 26-2] 设 随机 变量 X 服 从 正 态 分 布 N(0, 1), 对 于 给 定 的 a(0 <o <1) , Жи, 
P(X>u Y=a. # Pt|X]| <xY=a=, 则 x 等 于 

(A) Us (B) и = СС Ka (D) и, 

分 析 ”本题 考 查 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 图 形 的 对 称 性 . 因为 

Р{|Х|\<х}=1-Р{|Х|>»х}=1-2Р{Х>х}=«, 


所 以 Р{Х=х}=—©®, +E х= ш. 故 本 题 应 选 (C) . 


解 应 选 (C) . 
Ж 本题 中 的 uw 是 标准 正 态 分 布 的 上 a 分 位 点 , 它 有 性 质 : u = - uç 
【 例 26-3】 设 XI, Х,, X; 是 随机 变量 , HB X, ~ N(0, 1), X, ~N(0, 22), X, = N(5, 
3⁄) Р, =Р{ -2=<X;<2)(j=1,2, 3), Й 
(А) P, > P, > P; (В) P; > P, >Р, (C) P, > P, >P; (D) P, > Ps >Р,» 
分 析 ”本题 涉及 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 的 概率 计算 问题 . 因为 
=P{ -2<X, <2) =@(2) -G(-2) =2@(2) -1=0. 9544, 


= |= Ф(1)-Ф(-1) =2@(1) -1~0. 6826, 


ү 2 td he sO 


_ 


P, =Р{ -2<x,<2)=o[ ) - 
2 – 


Р, =Р{ -2=X,=<2) = a 


<0, 5, 
所 以 Р, > P, > Ps. 
解 应 选 (A) . 
Ж “也 可 利用 正 态 分 布 的 “3 "法则 : # X - Ми, o°) , MI 
P{|X-u|<o}=28(1) -1 =68.26%, 
P{|X-u| <20}=2Ф(2) -1 =95.44%, 
Р{|Х-иш| <30}=2Ф(3) –-1 = =99. 74%. 
由 此 可 立即 得 出 P, >Р,. 再 计算 Рз = Pí - 2<х, #2} 即 可 得 出 正确 管 染 ‚м 
[5126-4] 设 随 机 变量 区 与 了 均 服从 正 态 分 布 , ХМ, 4), Y= №(ш, 52), 记 p1 = 
| 
ае е а (B) Е и, ЖЁН pi <Р» 


(А) Зи, ЖН pi =Р2 
(C) 只 对 的 个 别 值 ， 才 有 pi =p (D) 对 任何 实数 凡 , 部 有 pi > Pa 
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分 析 “本 题 涉及 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 的 概率 计算 问题 
HH X-N(u, 各) ， 了 ~ N(u, 52)， 所 以 人 ~-N(0,， 1), = М(0, 1), # 


р, =P(X<a-4)=P|“ < -1}=Ф( =), 


рь =Р{Ү>и +5}=Р[ < -1}=Ф = 1k 


故 pi = po. 

解 应 选 (A) . 

【 例 26-5】 设 (x) 为 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 , 户 (x) 为 [ -1, 3] 上 的 均匀 分 布 的 概 
率 密度 ,车 f(x) [е ”< ，(a >0,b >0) 为 概率 密度 , Ма, БИЕ. 
bf, (X), х>0 

(А) 2а+3Ь=4 (В) 3a +2b =4 (С) a+b=1 (D) a+b=2 

分 析 ”本题 考 查 概率 密度 函数 的 性 质 及 标准 正 态 分 布 、 均 匀 分 布 的 密度 函数 . 

易 见 f 作 x) 宇 0, 由 于 fi(x) 是 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 , (x) 是 [ -1,3] 上 的 均匀 分 布 


的 概率 密度 ,因此 有 
f (x) (ID == (- о <x< +), 
1 
а Шин, 
ЫЕ ~ 
0, 其 他 . 


因为 所 zx) 是 概率 密度 函数 , 所 以 |  /(х)йх =1, Вр 
+оо 0 3 
J f(x)dx = | af, (x) dx *| bf, (x) dx 
PB —со 0 


= | = e td + ах 
-om 0 


V2T 
Е: РЧ 
= *- Ë =l 
故 2a +3b =4. 
解 应 选 (A) . 


【 例 266】 设 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 Nu, oz)(o >0), 且 二 次 方程 y? +4y +X=0 
无 实 根 的 概率 为 二 则 j= 


分 析 本题 考 查 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 图 形 的 对 称 性 , 即 密度 函数 的 图 形 关于 直线 
x= 对称 , 也 即 Р{Х<рр= Р{Х >и} =0.5. У у? +4y +X=0 Л =42 -4X 
<06Х >4, 所 以 , 由 题 意 可 知 P{X >4} =0.5, 再 由 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 的 对 称 性 可 知 
р = 4. 

解 应 填 4. 

【 例 26.7】 设 随机 变量 了 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ，a 为 常数 且 大 于 零 ， 则 
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P(Y<a+l1|Y>al= 
分 析 本 题 考 查 条 件 概率 的 计算 及 服从 指数 分 布 的 随机 变量 的 概率 计算 . 
因为 随机 变量 了 服从 参数 为 1 днд“ 故 随机 变量 了 的 概率 密度 为 
= 
Ку) = д, 
所 以 


+оо +оо 

Р{Ү>а}= | f(y)dy = | e” dy = - e > 
a+l 

=е 


-a рату) ‚ 


а+1 а+1 =. 
Р{а<Ү<а+1}= | fly)dy = | e” dy = -e > 


Р{(Ү>а) П(Ү=а+1) } Р{а<Үѕ<а+1} 


Р{Ү=<а+11Ү>а} = Р{Ү за = 
ob siz 


е 


_1 


解 应 填 1-e- 
【 例 26-8】 设 顾客 在 某 银 行 的 窗口 等 待 服务 的 时 间 X (单位 : min) 服从 指数 分 布 , 其 
i š O, 
概率 密度 为 f(x) -3 I = 某 顾 客 在 窗口 等 待 服务 , ЛУ 10min, 他 就 离开 . 他 
0, х=0. 
一 个 月 要 到 银行 5 次 . 以 了 表示 一 个 月 内 他 未 等 到 服务 而 离开 窗口 的 次 数 . 写 出 了 的 分 布 
律 , ЖКР{Ү>1 }. 
分 析 本题 中 求 PIY>11, 需 首 先 找 出 随机 变量 了 的 分 布 律 . 由 题 设 , 显 然 了 服从 二 
项 分 布 Y~ B(5, р), 故 只 需求 出 “顾客 在 窗口 未 等 到 服务 而 离开 ”的 概率 p 即 可 . 
解 адар н 


р= | f(x) dx = [ ж 5 dx = -es = е, 


显然 , Y= B(5,e 2), 故 
P{Y=k}=Ct + е-Ж.(1-е7?)5-® (k=0,1,2,3,4,5). 
因此 
Р{Ү21}=1-Р{Ү=0}=1- (1 -е72)? =0.5167. 
[0126-9] 菜 工厂 生产 的 电子 管 的 寿命 X (单位 : h) 服从 正 态 分 布 NV(1600, о”), 如 
果 要 求 电子 管 的 寿命 在 1200h 以 上 的 概率 不 小 于 0.96, Ж с 的 值 . 


分 析 本题 是 常规 的 正 态 随 机 变量 的 概率 计算 问题 
o Í 1200 — боо) 


# 因为 Р{Х>1200}=1-Р{Х<1200}=1- = 


-1-Ф| - 409) - (22) о. 96 = Ф(1.75), 


400 
所 以 全 al, 75， 即 o <228 (2775 = =228.57). 
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27.1 解 题 方法 


I. 求 离散 型 随机 变量 X 的 函数 Y= g(X) 的 分 布 律 的 方法 
大 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


则 随机 变量 Y= g(X) Sa 


Т; 
„ый Bs Kb 66 НЕ И wan 


Ж в(х,)(К=1,‚ 2，…) 全 不 相等 时 ， 上 表 即 是 随机 变量 了 =8(X) 的 分 布 律 ; Ж (х) 
(k=1, 2,…) 中 的 值 有 相等 的 时 候 ,， 则 将 对 应 的 相等 值 合并 成 一 项 ,其 相应 的 概率 相 加 ， 
即 可 得 到 随机 变量 了 =8(CX) 的 分 布 律 . 

H. 求 连 续 型 随机 变量 X 的 函数 了 =8(X) 的 概率 密度 的 方法 

方法 一 : 分 布 函 数 法 . 

(1) 求 出 使 h(x) 取 非 零 值 的 区 间 , 并 求 出 g(x) 在 该 区 间 上 的 最 小 值 (1027 а) 与 最 
大 值 ( 记 为 B) ; 

(2) 分 别 在 ( - о, а), [a, В), [B6，+% ) 上 求 出 了 的 分 布 函数 

Fy(y) =P{Y<y}= Р{е(Х) <у} 


的 表达 式 ; 
(3) 对 Fy(y) 求 导数 即 得 Y 的 概率 密度 函数 fy(y). 


若 》=8(x) 是 单调 函数 , 目 其 反 限 数 x=h(y) 具 有 一 阶 连续 导数 , 则 了 =8(X) 的 概率 
密度 函数 为 


it “ay |һ'(у)|, a <y<8B, 
т | ХА. 
其 中 , (о, B) E 2(х) НИВ, – о <о<у<8< + о. 
27.2 典型 题解 析 
【 例 27-1】 已 知 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
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求 随机 变量 (1) X+2; (2) -Х+1; (3) X* 的 分 布 律 . 
分 析 ”本题 是 求 离散 型 随机 变量 的 函数 的 分 布 律 的 计算 题 ， 应 熟练 掌握 其 计算 方 


法 一 一 倒 表 法 ”. 

解 ”因为 
FTF 
шиси иши 

故 所 求 的 分 布 律 分 别 为 
(1) 
rm 


| l дг £ 1 — 
【 例 27-2] 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 fx (х) рь 求 随机 变量 了 = 1 


YX 的 概率 密度 函数 fy(y). | 
分 析 “本 题 应 先 求 出 了 的 分 布 函数 Еү(у), 再 求 导数 得 到 fy(y)- 
解 ” 因 为 | 
F,(y) =Р{Үєу}=Р{1 -УХ=у}=Р{Х= (1 +з} 
к= = ы У ЖЕЕ ds т _ tan( 1 — у? | 
ë ] [к 7 1 тт (1 эре т, 2 жч у | 


1 -у)? 
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于 是 得 了 的 概率 密度 函数 为 


Фу dFy(y) 3(1-у)? 
I dy т[1+(1-у)%] 


—. 1<x<8, 
【 例 27-3】 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 f(x) = 13 ух? F(xz) 是 和 的 分 布 函 
0， 其 他 ， 
数 . Ж Ү=Е(Х) 的 分 布 函 数 . 

Эіп 本题 应 首先 求 出 随机 变量 X 的 分 布 函数 Р(х) 的 具体 表达 式 ， 从 而 可 确定 了 = 
Е(Х); 然后 按照 定义 求 了 的 分 布 函数 即 可 . 注意 应 先 确定 Y= Р(Х) 的 值 域 范围 (0<F(X) 
和 1 ) ， 再 对 y 进行 分 段 讨论 . 

Ё 易 见 , 当 x<1 时 

F(x) = P{X < х} = [ a: = J оа = 0; 


`4 1 < x < 8 FJ 


F(x) = P(X<x)= [` Кдй = [° сура = Yz -1. 
当 x > 8 BJ 
FOND = Pty азы [паь [аъ 
X) = < = = =. 
"|. | 3 YE 
Ëy X НУЛУ РАЈ 
0, X <1, 
re) ате, 
1, х> 8. 


设 G(y) 为 随机 变量 了 = Р(Х) 1А. 显然, 34 y <0 BP, С(у) =0; `4 y>1 Н], 
С(у) =1; 30=y<1 时 
С(у)=Р{Ү<у}=Р{Е(Х)<у}=Р{УХ -1=y)]=P(X=<=(y+1)']=F[(y+1)°] =y. 
于 是 , Y= Е(Х) 的 分 布 图 数 为 
0, у<0, 
С(у) -р О<у<1, 
1, у21. 
注 事实 上 , 本 题 中 , X 可 以 为 任意 的 连续 型 随机 变量 . 此 时 , Y=F(X) 仍 服从 均匀 分 


当 y<0 时 , G(y) =0; 

当 y 宇 1 BF, G(y) =1; 

当 0<y<1 时, С(у) =P{Y<y}=P{F(X) <у}= Р{ХЄЕ-! (y)}=F[F™ (y)]= 

【 例 27-4] 假设 一 设备 开机 后 无 故障 工作 的 时 间 居 服从 指数 分 布 , 平均 无 故障 工作 的 
时 间 [LE(X) ] 为 5h. 设备 定时 开机 , 出 现 故 障 时 自动 关机 ， TPP END 2 Е 
关机 ， 试 求 该 设备 每 次 开机 无 故障 工作 的 时 间 了 的 分 布 函数 F(y). 


т випав Ш 


-9 


分 析 本题 应 首先 确定 随机 变量 了 与 X 的 关系 , 再 根据 X 的 概率 密度 , 利用 分 布 函数 
的 定义 确定 F(y). 


解 、 设 X 的 分 布 参数 为 A, 由 于 E(X) =--=5, 故 A= 亏 , 即 X 的 概率 密度 为 
Кх) _ |7“ ‚хэ, 
0, x<0. 


显然 , 了 =min{X, 2}. 当 y<0 时 , F(y) =0; `4 y>=2 BF, F(y) =1; 当 0<y<2 Bf, 
Е(у) = Р{Ү<у}=Р{тіпіХ, 2] <y} =P{X<y}=1-e-”. 

于 是 , 了 的 分 布 函 数 为 
О, у <0, 
1-е-5, 0<y<2， 
1, y22. 

Ж ЖБЕК Y= g(X) 的 分布 , 应 先 确 定 8(X) 的 值 域 [c, а], MM y < c sk y> 
d BF, F(y) 均 可 方便 地 求 出 ; 关键 是 当 c<y<d BF, Зр F(y) 的 计算 , 一 般 地 , 将 连 
续 型 随机 变量 转化 为 定 积分 的 计算 . 


F(y) = 


a 
[91275] 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 f(x) = | ,0<x <2， 令 Y=X?， Р(х,у) 
0， 其 他 . 
为 二 维 随 机 变量 (X, Ү) 的 分 布 函 数 , 求 :(1) 了 的 概率 密度 方 (?); (2) F[ -于 ,4] 
分 析 (1) 先 求 了 的 分 布 函数 Fy(y) ,再 求 导数 得 f(y); 
(2) 按照 定义 计算 F( -> 4). 


Е (1) 记 了 的 分 布 函 数 为 Fy(y)， 则 
当 y<0 时 

Fy(y) = Р{Ү<у}= Р{Х?<у}=0; 
4 y>0 时 


М 
Fy(y) =Р{Ү<у}=Р{Х?<у}=Р{ -/у<х<=/у}= A 
У 


+ š ч 3 
-7 2 0 4 4%. О=у<1, 
0 1 {у ] 
=1)у2 + 4%, 1744, 511, у, 1<y <4, 
0 1 2 1 
1. А. 1, >4. 
|| х + |, д9, y>4 у 


所 以 
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3 
— Ü 2 y <l, 
8/у 

А Á Pr ] 

es “ ]—, Те ҮТ И 
8 
0， 其 他 

(2) F| ->, 4) =P{X< -> y<4]= [x< --у, X° <4]| 
2 2 2 
=P X< -—> 2=Х=2 =Р{ -2<Xx< -1 
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28 一 维 离 放 型 随机 变量 的 分 布 律 的 求法 


28.1 解 题 方法 


求 二 维 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 ,只 需 按 照 如 下 定义 直接 计算 即 可 . 
设 二 维 离 散 型 随机 变量 (XX, 7Y) 的 所 有 可 能 的 取 值 为 (x;, y;) (i, j=1, 2, …), 且 (X， 
Y) 取 各 个 值 的 概率 为 
РАХ =х;, Y=y,}=p; (i J=1, 2, +-), ( *) 


+o +o 


其 中 , p;>0 (і, j=1,2,…)，2, Ур; =1, (Хх, 了) 的 分 布 律 为 


i=1 j=1 


求 二 维 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 ,关键 在 于 由 题 意 设 出 随机 变量 (X, У), 找 出 所 有 可 
能 的 取 值 (x;， у;) ( і, Ј=1, 2, =) 》 并 求 出 取 每 个 可 能 值 的 概率 P IX =х;, Ү= у; }=р,;(, 
j=1, 2, =). 


28.2 ”典型 题解 析 
【 例 28-1】 在 一 箱 中 装 有 12 只 开关 , 其 中 2 只 是 次 品 , 在 其 中 取 两 次 , 每 次 任 取 一 人 只， 
考虑 两 种 试验 : (1) 放 回 抽样 ; (2) 不 放 回 抽样 . 定义 随机 变量 X, 了 上 如下: 
У реет 
1, 若 第 一 次 取出 的 是 次 品 ; 
[Ж-ка 
11, 若 第 二 次 取出 的 是 次 品 . 
试 分 别 就 (1) (2) 两 种 情况 , 写 出 X 和 Y 了 的 联合 分 布 律 
分 析 本题 是 求 二 维 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 ， 按照 定义 直接 计算 即 可 .首先 应 根据 
ийлеш хш Үшгх, йдин(х, 中 的 所 有 可 能 取 值 ,再 求 出 (X,Y) 取 每 个 可 能 值 ( 隧 


机 事件 ) 的 概率 . 
解 (1) 放 回 抽样 : 因为 PIX =0} 


Н PIX =], y=j}=P{X=i}* P(Y=j|X = 
E. (X, 7) 的 分 布 律 为 


1 
5, PX: I)=L, PIY=0}=$, Р{У=1}= сє, 


i}=P{X=i}. P{Y=j} (i=0, 1; j=0, 1), T 
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(2) 不 放 回 抽样 : 由 于 P{X=0} = 2, РОХ 1} =, 在 第 一 次 抽出 一 正品 后 , 第 二 次 
抽取 前 的 状态 为 : 正品 9 А, 次 品 2 只 


Р{Ү=0\Х=0}= 


2. = 
11 
Р{ү=01Х=1}=19 


7 


1 
үү, PIY=l1IX=l]=-, 
为 


B P{X= Y=jy=P(X=il): Р{Ү=]\Х=ї} (i=0, 1;j=0,1). Р, (Х, 7 了) 的 分 布 律 


【 例 28-2] 袋 中 有 1 个 红 球 、2 个 黑 球 与 3 个 白 球 . 现 有 放 回 地 从 袋 中 取 两 次 , 每 次 取 
М. Хх, У, Z 分 别 表示 两 次 取 球 所 取得 的 红 球 、 黑 球 与 白 球 的 个 数 
(1) ЖР{Х=1|7=0}; (2) 求 二 维 随机 变量 (X，7) 的 分 布 律 . 

分 析 (1) 按照 条 件 概率 公式 P{X=1|Z=0} = 人 X=1,2=01;| 算 . 


P{Z=0} 
(2) 求 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 , 按照 定义 直接 计算 即 可 . 首先 应 根据 随 
事件 ) 的 概率 . 


机 变量 X 和 了 的 含义 , 确定 出 (X, 7) 的 所 有 可 能 取 值 , 再 求 出 (X, Y) 取 每 个 可 能 值 (随机 
解 (1) 因为 | 


9 1 2 2 
6 х = 56, Р{Х =1, 2=0}= хс + х 
所 以 


4 

P 
Р{Х=12=0)= 0 ету: 
36 
(2) (X, 了) 为 离散 型 随机 变量 , 其 取 值 为 (0, 0), (0, 1), (0, 2), (1,0), (1,1), 
(1,2), (2,0), (2,1), (2,2), 相应 的 概率 为 

P{X=0, Y=0} 


сИ: = 9: А, 21319 АМ: МЕ? 
== x Р{Х=0, Y=1]=2x- x “36> 
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„2 _4 13 _ 6 
Р{Х=0, Y= 2} = x =, P{X=1, Y=0)=2x—x =e 

1 2 4 Е Е 
РХ =1, Y=1]=2x—x =e P{X=2, Ү=0}= х=, 


Р{Х=1, Y=2}=P{X=2, Ү=1}=Р{Х=2, клы 
所 以 ，(X，7) 的 分 布 律 为 


HWE PIX, X, =0)=1, I| PIX, =X,)= 
分 析 “本 题 是 求 二 维 离散 型 随机 变量 在 满足 一 定 条 件 下 的 概率 一 般 来 说 , 应 先 求 出 
此 二 维 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 ,再 将 满足 条 件 的 离散 点 上 取 值 的 概率 相 加 即 可 . 正确 理 
解 题 设 条 件 PIX, X, =0} =1 是 问题 的 关键 , 也 即 X, X, =0 是 必然 事件 . 换 句 话说 ，X 和 
X, 同 时 取 非 零 值 是 不 可 能 事件 , 即 PIX, X, 关 0} =0. 共有 4 种 情况 , 即 
PIX = -1, Х, = =11=0, PIX = -1, Х, =1}=0, 
PIX, =1, X, = -1}=0, РХ, =1, X, =1}=0. 
而 余下 的 5 种 情况 的 概率 可 利用 边缘 分 布 律 及 其 性 质 容易 求 出 . 
下 面 列 出 (Xl , X, ) 的 分 布 律 及 其 边缘 分 布 中 的 数值 : 


X, 


“У 
RS 


X, 


+ - 


可 见 
PIX, =X,) =PIX, =X, = -1}+Р{Х =X, =0) + PIX, =X, =1}=0. 
解 应 填 O. 


【 例 28-4】 ЎА, В 为 随机 事件 , Н Р(А) = 元， P(B|A) => P(A|B) -六 ® 


122 线性 代数 和 概率 统计 思维 训练 与 解 题 方法 


[1, 4 发 生 ， [1, B KE, 
а келч; “(a апд. 
求 : (1) 二 维 随机 变量 (X，7) 的 分 布 律 ; (2) 与 了 的 相关 系数 pxy. 
分 析 (1) 确定 (X, 了) 可 能 取 的 各 组 值 和 对 应 的 概率 ; 
(2) 利用 (1) 得 到 的 分 布 律 , 按照 公式 计算 pxy 即 可 . 
解 (1) (X，7) 的 可 能 取 值 为 (0, 0), (0,1), (1,0), (1,1), 又 因为 


PIX =1, F=ll=P(ABy =P(A)P(CB IA) с-з = L 


таа 
а 1 1 1 
РХ =1, Y=0]=P(AB) =РСА)-Р(АВ) = yy =, 
1 
O Val p kp р pr Ip Р(АВ) „01211 
PIX =0, Ра) РАВ) =P(B) —P[AB) теге РОСАВ) == 
2 
| 1 1 3 
Ы I ГЪ 


所 以 , (X,Y) 的 分 布 律 为 


(2) 由 (XX, 了) 的 分 布 律 可 得 


2 1 1 1 
E( XY) =0x0x +0х1хту+1 х0 х- +1х1хүу=үу 


又 因为 (X,， 切 关于 和 与 了 的 两 个 边 绿 分布 律 为 


3. 1 s. РЕ 
pk 4 4 Pr 6 6 


所 以 


因此 
| КЖЕ Жек 4 

р ___соу(Х, Y) _E(XY -E(X)E(Y) 12 4 6 Vi5 

~” VD(X):vVDY) VD(X)D(Y) ЫЗ 15. 
16 ”36 


Ж 在 求 P{X=0, 了 =0} 时 , 也 可 以 利用 随机 事件 的 计算 公式 直接 计算 
P{X=0, Ү=0}=Р(А В) =P(4UB) =1 -P(AUB) 
=1-[Р(А) +P(B) - P(AB)] 
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29.1 解 题 方法 

I. 二 维 连续 型 随机 变量 (X, 了 ) 的 概率 密度 函数 的 确定 方法 

(1) 若 已 知 含有 参数 的 概率 密度 图 数 岂 zx, y) 的 表达 式 , 则 可 利用 概率 密度 函数 的 如 下 
两 条 特征 性 质 来 确定 其 中 的 参数 : 

О х, yy>0 (-o<x<+o，-o<y<+o); 

@ 三 [ Ж», 了 = 1. 


2 
(2) 若 已 知 分 布 函数 F(x, у), Ах, у) = 55:27, Др, (x, у) 3 f(z, y) 的 连 


续 点 [在 f(x, у) 的 不 连续 点 处 , 可 补充 fx, у) = 0]. 
П. 二 维 连续 型 随机 变量 (X，7) ВАРА Р(х, у) 的 确定 方法 
(1) 若 已 知 二 维 连续 型 随机 变量 (X，7) 的 概率 密度 函数 作 x,y)， 则 


Е(х, y) = PtX =< x, ү<у}= |. r flu,v)dudv ( —% <x <+%,—% <y<+%). 


(2) 若 已 知 含有 参数 的 分 布 函数 F(x, у) 的 表达 式 ， 则 可 利用 分 布 函数 的 性 质 , 如 
Е( +оо, +оо) =1, F(-%, ~-%) =0, F(x +0, у) = Р(х, y), F(x, y +0) = Е(х, y) 
来 确定 其 中 的 参数 . 
Ш. 若 已 知 二 维 连续 型 随机 变量 (X，7) 的 概率 密度 函数 全 x, у), MH 


Р{(Х, Y) є С} = |ж, у) хау. 
G 
Еф, G 为 平面 上 的 某 个 区 域 . 
29.2 典型 题解 析 
бх, 0<x<y<1, 
【 例 29-1】 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 (x, у) - | 则 
0, 其 他 ， 
P{X+Y<1}= . 
分 析 本题 是 有 关 二 维 随机 变量 的 概率 的 常规 计算 问题 . 只 需 利 用 性 质 
P{(X, Y) є С? = |, у) хау 
G 
直接 计算 即 可 .如 右 图 所 示 , 则 
ptx+Y<1}= | fx, y)dxdy 


х+у<1 


= 三 af “6xdy = [еа -2х)ё = —- 
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5,0<x*<1,0<y< 


0， 其 他 ， 


【 例 29-2】 设 (X,7) 的 概率 密度 为 p(x, у) = | É 则 和 与 了 


中 至 少 有 一 个 小 于 的 概率 为 
分 析 ”本 题 是 有 关 二 维 随机 变量 的 概率 的 常规 计算 问题 


(| 


+o 
ф(х, y)dxdy 


аз аео 1-8 
ж nag > 
【 例 29-3】 已 知 随机 变量 和 了 的 联合 概率 密度 为 
_J4xy,0<x<1,0<y<1, 
f(x, y) м ч 
ЖХЯ Y JK F FB РИ Р(х, y). 
分 析 ”按照 分 布 函数 的 计算 公式 F(x, y) = [Г [Г Ки, у) dudv 直接 计算 即 可 , 不 过 
本 题 需 要 将 整个 平面 分 为 五 个 区 域 来 讨论 . 
解 Р(х,у) = [Г Жи, у) диду 


0, х <0 sk у <0, 
[ 4и[ 4иуйу,0 <х<1,0<у<1, 0, x <0 或 y <0, 
0 0 
xy， 
| 4и| 4wdv, x >1,0<y<1, š 
= 0 0 = Уз x>1,0<y=<1, 
x l 
Ја 4и, 0 < x< 1,y > 1, Ж”, О<х<1,у>1, 
0 0 
L. £ > 1, y > L 


| auf аи», хэ „уж 551 
0 ЈО 


【 例 29-4] 设 随 机 变量 (X，7) 的 分 布 函数 为 
F(x, y) =А( B +arctan 2] [ C+arctan 3-]， 


Ж: (1) ЖА, B K C; (2) (X, 7) 的 概率 密度 f(x, у); (3) 关于 X, 了 的 边缘 概率 密度 
fx(x), fy(y); (4) 讨论 X 与 了 是 否 相 互 独立 . 
分 析 ХЕ Р(х, y) 中 的 系数 要 用 到 二 维 随机 变量 的 分 布 函 数 的 极限 的 性 质 : 
F( +оо, +o )=1, F( – о, - о) =0; 
ЖИТ X 23 Y ПУН АЗУ ЕШ f(x, у) = (х) + fy(y). 为 此 , 先 求 出 (X, 了) 的 概率 密 
ВР f(x, y). 
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Ё (1) H F( +оо, +e )=1, F( –- о, - о) =0 # 


A[ B +—)( C +>) = 1 (因为 lim arctan — =- |, 
А(в -2)(С-2) =0 (И іа ааа. =- 2). 
由 此 得 4 4.8 = C =Z. 于 是 
F(x, y) = [z + arctan 2115 + агсќап 2.) | 
(2) х, у) = 2202), д 
Кх, у) = 五 (2 + arctan —) (3 + arctan 2) 
Е ка l ols ] ¿S чыршы Кунас 
б r. [2Y Жуз ° wü+x)@ +y 
2 3 


Ж Г ТО, ТЕН ЖИ. ИЕ ЛЕНИ ЕЕ 
(3) fx(x) = | A y)dy 2 (4 муе: 7у Й 9 мегу т? (4 гау сп 3 


2 2 
“=a mis бз ШТП (- ою <х <+%). 


_ 十 oo 6 +o 1 —— ХИМНЕ x = 
fr(y) = J. аг т^ (9 mi 4 "ш т^ (9 туту асап 2 1_. 


ња і „М. _ 5 有 一 со со ). 
2 (9 15915 | Ж] п(9 +у?) суа) 
(4) 由 于 对 于 任意 x, у є R, 总 有 f(x, у) = (х) - fy(y) , 故 XX 与 7 是 相互 独立 的 . 
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30 边缘 分布 的 求法 与 随机 变量 独立 性 的 判别 


30.1 解 题 方法 

I. 边缘 分 布 的 求法 

(1) 二 维 随机 变量 (X, 了) 的 分 布 函数 为 F(x, у), X 和 了 的 分 布 函数 分 别 为 Fx(x)， 
Fy(y)， 则 有 

Fx(x)=F(x, +©), Fy(y)=F(+%,y). 
(2) 二 维 离散 型 随机 变量 (X，7) ; (X, 了) 的 分 布 律 为 
Р{Х =х;, Ү=у;}=р; (h =l, 2, «у, 

ДОХ, 了 ) 关 于 和 了 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


+o 


р. = РІХ =x,Y= YX p; (i=1,2,.), 
j 1 


+оо 
p. = PTY = у;} = > pi (j > 1. 2, °). 


(3) 二 维 连续 型 随机 变量 (XX, Y): 设 (X, Y) 的 概率 密度 为 fx, у), М(Х, У 关于 X 
和 了 的 边缘 概率 密度 分 别 为 | 
fx(x) = | e, у)йу, (>) = [ “x, y) dx . 


H. 随机 变量 独立 性 的 判别 
(1) XX 与 了 相互 独立 坊 P{X<x, Y<y}=P{X<x}* Р{Ү<у}, 即 
F(x, у) =Fx(x) • Fy(y) (Vx,yeR). 
(2) (X, 了 ) 是 二 维 离 散 型 随机 变量 时 ， 
X 和 了 相 互 独立 oP{X=xi, Ү=у,}=Р{Х=х,}. P{Y=y;}, 即 
ру=рү. "By (i j=1,2, s). 
(3) (X, 了 ) 是 二 维 连续 型 随机 变量 时 ， 
X 与 Y 相 互 独立 f(x, y) =fx(x) "fy(y) (Vx,yeR). 


30.2 典型 题解 析 
【 例 30-1】 设 随机 变量 X 和 了 相互 独立 ， 且 和 X 和 了 的 分 布 律 分 别 为 


JII] Р{Х+Ү=2} = 


(А) > (в) — с) — (D) + 


30 边缘 分 布 的 求法 与 随机 变量 独立 性 的 判别 Ра 
分 析 本题 涉及 二 维 离 散 型 随机 变量 的 独立 性 、 联合 分 布 律 以 及 二 维 离散 型 随机 变量 
的 消 数 的 分 布 律 问题 . 
其 方法 是 : 可 首先 求 出 (X, Y) 的 联合 分 布 律 , 然后 求 出 X+ 了 了 的 分 布 律 , 最 后 计算 概率 
Р{Х+Ү=2}. 也 可 利用 X 和 了 的 独立 性 直接 计算 Р{Х +Ү=2}. 
HT X 和 了 相互 独立 , 故 有 
Р{Х=х;,Ү=у,ү=Р{Х=х;}, PIY=y} (Vi, Ј), 


所 以 
Р{Х+Ү=2}=Р{Х=1, Y=1)+PIX=2, Y=01+PIX=3, Y= -11 
=P{X=1}.P{Y=1}+P{X=2}.P{Y=0}+P{X=3}.P{Y= -1) 
Бк ЕРО ЧОЪ ИЧЕ ЖИ ТИЮ ИЕ Я 
4 а 3 873 6 
解 应 选 (C). 


【 例 30-2】 设 二 维 随 机 变量 (X, у) 的 分 布 律 为 


已 知 随机 事件 {X=0} 与 {X+Y 了 =1} 相 互 独立 ， 则 ' 
(А) a=0.2, b=0.3 (B) а=0.4„ b=0.1 
(G) á6=0 3. Б 0б, 2 (0) а=0.1, b=0.4 
分 析 ”利用 分 布 律 的 性 质 和 事件 的 独立 性 即 可 . 
由 分 布 律 的 性 质 知 0.4+a+b+0.1=1, В| 
а+Ь=0.5. @ 

由 随机 事件 的 独立 性 , 得 

PAX=0, X+Y=11=P1X=01- PIR +Y=1}, 


即 
Р{Х=0, Y=1Y=PIX=0]-PIX+Y=1), 
于 是 , 有 
a=(0.4+a)(a+b). @ 
解 由 GD@) 组 成 的 方程 组 , 得 a =0.4, b =0.1. 故 应 选 (B) . 


fg ”应 选 (B) . 
[ #130-3] 设 随 机 变量 X 与 了 相互 独立 , 且 分 别 服从 参数 为 1 与 参数 为 4 的 指数 分 布 ， 
则 PIX < 了 了 } = 
2 
(А) 5 (в) + (с) 2 
分 析 先 利 用 X 与 7 的 独立 性 , 求 出 和 与 了 的 联合 概率 密度 f(x, у), 再 按照 公式 
P{X <Y}= | х, у) ду 计算 所 求 的 概率 


x <y 


(D) < 
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依 题 设 知 , X 与 了 的 概率 密度 分 别 为 


fx(x) = MN ' , > fy (y) = | 


又 因为 X 与 Y 相 互 独立 , 从 而 X 与 了 的 联合 概率 密度 为 


-(х+4у) 
f(x, y) = f,(x) * fly) - _ > 0, 


4e у > 0, 
0, y < 0. 


于 是 


РХ < Ү} = |х, y)dxdy = а 74е) dy = | ea = 


х <у 


解 “ 应 选 [A) 
【 例 304】 设 随机 变量 X 与 了 相互 独立 , 且 均 服从 区 间 [0, 3] 上 的 均匀 分 布 ， 则 
P{max|X, YI <11= . 
分 析 ” 先 写 出 X,Y 的 概率 密度 , 再 利用 X 与 7 的 独立 性 即 可 算得 所 要 求 的 概率 . 
1 
由 题 设 知 , X 与 7 有 相同 的 概率 密度 f(x) = | 3.05555, оху улу H f8 
0， 其 他 ， 
Р{йах{Х, Ү=<1}=Р{Х<1, Y<11=PIX=1Y+= PIY=1) 


=[Р{Х<1}]? -([ та). = 二 


解 应 填 可 
【 例 30-5】 设 X 和 了 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , X 在 (0, 1) 上 服从 均匀 分 布 , 了 的 概 
率 密度 为 
1 x. 
і е 2 0, 
ко) =|2° + 
Ü, y<0. 


(1) 求 和 和 了 的 联合 概率 密度 ; 

(2) 设 含有 a 的 二 次 方程 为 w +2Xa +Y=0, 试 求 a 有 实 根 的 概率 . 

分 析 (1) 利用 X 和 了 相互 独立 , 可 得 f(x, y) =fx(x) :fy(y); 

(2) 将 二 次 方程 +2Xa+ 了 =0 有 实 根 的 概率 转化 为 随机 变量 (X, 7) 落 在 某 一 区 域 G 


上 的 概率 , 再 利用 РОХ, y) е G}= | f(x, у) ахау 进行 计算 
G 


1,0 <x<1, 


# (1) 由 题 意 , 得 f, (x) = es 


由 于 X 和 了 相互 独立 , 因此 X 和 了 的 联合 


=e, 0 “< x < 1, >Ü. 


0, 其 他 . 
(2) 方程 a +2Xa +Y = 09918 Д = 4X2 -4Y > 0 所 X2 > Y, 从 而 方程 有 实 根 


Кх, у) = fx(x) -fy(y) = | 
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的 概率 为 


l х? 
Р{ү < Х?}= | Хх, y)dxdy = | dx| е? dy 
0 0 


y<x2 


х2 


=] -[е а =1 (т[Ф(1) –- Ф(0)] = 0. 1445. 
0 


[9130-6] 设 平面 区 域 D 由 曲线 》= 一 和 直线 》 = 0, х = 1, х = ей, 二 维 随机 


变量 (X, Y) 在 区 域 D 上 服从 均匀 分 布 . 求 (X, Y) 关于 XX 的 边缘 概率 密度 在 x = 2 处 的 值 . 
分 析 本题 是 求 二 维 连续 型 随机 变量 的 边缘 概率 密度 的 常规 题 型 只 需 牢记 如 下 公 


Ж. 
fx(x) = | fx, y)dy, fy(y) = | fx, y) dx 
#8 设 平面 区 域 D 的 面积 为 So, 则 So = [° Tax =2 
由 于 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 区 域 D 上 服从 均匀 分 布 , 因此 (X, Y) 的 联合 密度 函数 为 
1. 1 < < 1 
пе ео „]т' *®е вера 
0, (х, у) #р 0, 其 他 
所 以 
ЖО) = х, 0 = [`-уйу =з; (Пе), 
从 而 


О) = 


[4130-7] 一 电子 仪器 由 两 个 部 件 构成 , 以 X 和 了 分 别 表示 两 个 部 件 的 寿命 〈 单 位 : 

10 h) , 已 知 和 和 了 的 联合 分 布 函数 为 
1_e-0sr _e-05 +e-05(x+y) x>0, y>0, 
Роэ) =) 0, нв. 

(1) X 和 了 是 否 独立 ? (2) 求 两 个 部 件 的 寿命 都 超过 100h 的 概率 a. 

分 析 “本 题 是 利用 分 布 函数 或 概率 密度 验证 X 和 了 的 独立 性 问题 ,由 于 本 题 给 出 了 X 
和 了 的 联合 分 布 函数 , 故 可 先 求 出 X 和 了 的 两 个 边缘 分 布 函 数 , 再 验证 X 和 了 是 否 独 立 . 

解 (1) 设 (X, 了) 关于 X 和 了 的 边缘 分 布 函 数 分 别 为 Fy(x) ЯП Fy(y) , MI 


) 1 -ex x>0, 
— + со = 
x(x) =F(x, io нйн; 
1-е-057 y>0, 
Е = Е + с, = 
y(y) ( y | у <0. 


由 于 
F(x, у) =Еу(х) • Еу(у) (Vx,yeR), 
ЯХЯ ҮЗЛҢН ЛШ Уу. 
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(2) a =P(X>0.1, Y>0.1}=P{X>0.1}. Р{Ү>0.1} 
=[1-Fx(0.1)] + [1 —Fy(0.1) ] 
-BE a -Ü5 a ü r 


= 6 ° Юр 
1,0 1, „0 2х, 
【 例 30-8】 设 二 维 随机 变量 (X, 7) 的 概率 密度 为 f(x, ») = а. е 
Ж: (1) (X, УЛА Е f, (x), fy(y) ; (2) Z=2X -了 的 概率 密度 户 (z)， 
分 析 (1) 按照 边缘 概率 密度 的 定义 直接 计算 广 (z) , f(y) 即 可 ; 
(2) 先 求 Z=2X -了 的 分 布 函数 F(z), 再 求 导 得 f(z). 
解 (1) 按照 边缘 概率 密度 的 计算 公式 , 有 


2X 

| dy, 0 ША mi <x <1, 
0 ° 

0, 其 他 ‚жаш 


е 


Љо) = 人 f(x, у) = | 


1 
| +e dx, 0 <y #27, у 
fy(y) = | Тох. зух = Ë У Е | 7 > Ü у 7, 
ü 0, 其 他 . 


0， 其 他 
(2) 记忆 的 分 布 图 数 为 Fz(z)， 则 
Fz(z) =P(Z<2)=POX-Y<2= | ух, у)йхду 
2x—y<z | 


0, 


< 0, 


r 
1, > > 1, 
0, z =< 0 
„2 
z 2-4, 9 < Z bi. 
1, z > 2, 
所 以 
dF;(z) = Ü < z 0, 
fz (z) Е = 2 
2 
0. 其 他 . 


Ж (1) 计算 边缘 概率 密度 请 (x) = [ Лх, y)dy 时 , 要 注意 积分 不 是 在 y 轴 上 进行 ， 


而 是 在 通过 点 (x, 0) 且 与 》 轴 平行 的 直线 上 进行 ; 对 于 方 (z) = [` f(x, у) ах 也 有 同样 的 
说 法 

(2) 在 求 一 维 或 二 维 连续 型 随机 变量 函数 的 概率 密度 时 ,一 般 总 是 先 根据 分 布 函数 的 
定义 算出 分 布 函 数 , 再 通过 求 导 得 到 概率 密度 

【 例 30-9】 设 随 机 变量 X, 了 相互 独立 ,其 概率 密度 函数 分 别 为 
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1, 0=x=<1, 
н Ж 其 他 ， 
求 随机 变量 Z =2X + 了 的 概率 密度 函数 . 
分 析 ”这 是 计算 两 个 独立 随机 变量 和 的 概率 密度 函数 的 典型 题 ， 此 类 问题 一 般 有 两 种 
解法 : 一 种 是 先 写 出 二 维 随机 变量 (X, 了) 的 概率 密度 函数 , 并 求 出 Z=2X + 了 的 分 布 函数 ， 
再 通过 求 导 计算 出 Z=2X+ 了 的 概率 密度 函数 ; 另 一 种 是 直接 利用 两 独立 随机 变量 和 的 概 
率 密 度 计算 公式 求 出 . 
Е ”方法 一 : 因为 X, 了 相互 独立 , 所 以 二 维 随 机 变量 (X, У) 的 概率 密度 函数 为 
ë > Osxs<1, y>0O, 
f(x, y) = (х) f(y) =] ny 
故 随机 变量 Z =2X + Y 的 分 布 函 数 为 
Fz(z) = P{Z <z}= РОХ + 了 三 zl}= ] f(x, у) ахау 


"е 
0, z < 0, z < 0, 


‚ y>0, 


е^ 
fy(y) = 人 y<0 


[Га 70у 0 < А, (1 Oy 0 zs 2, 


「 ах[ ew dy, z 2 「 (1 -ez 本 > 2; 
0 0 0 
于 是 , 随机 变量 Z 的 概率 密度 图 数 为 
0, z<0, 
l z 
Pta аа (1-е 3. `0 <2=2, 
. 2-06 -1)e-, z 52, 
方法 二 : 由 于 随机 变量 X, 了 相互 独立 , 所 以 随机 变量 Z 的 概率 密度 函数 为 


fz(z) = | OG) G = 2 dx = [лс –2х)ӣх 


0, #@ ж 0, 0, ¿<0, 
[ete ао «е2, |0069), 6 < 
0 
「 —(z—2x) l. =a 2 
e dx. z > 2 2 „@ > Z 
0 


注 ” 这 类 问题 的 求解 , 主要 工作 是 求 分 段 函数 的 积分 , 确定 上 、 下 限 以 及 求 导数 , 在 求 
导数 时 ,要 注意 不 仅 积分 上 限 而 且 被 积 函 数 也 都 含有 变量 z. 方法 二 中 ,第 一 步 所 用 的 即 所 
谓 卷 积 公式 , 这 是 求 独立 随机 变量 和 的 概率 密度 函数 的 有 效 工具 . 

【 例 30-10] 设 随机 变量 X 与 了 相互 独立 , X 服 从 正 态 分 布 N(n, ao ), 了 服从 [ — Tr 
T] 上 的 均匀 分 布 , 试 求 随机 变量 Z=X+ 了 的 概率 密度 函数 [计算 结果 用 标准 正 态 分 布 函数 


Ф т, 其 中 ， Ф(х) =—= |, e * dt ]. 
分 析 本题 考查 两 个 相互 独立 的 随机 变量 之 和 Z=X+ 了 的 概率 密度 函数 . 可 先 按 照 两 
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相互 独立 随机 变量 的 定义 求 出 XX 与 了 的 联合 概率 密度 函数 , 再 利用 卷 积 公式 求 出 它们 的 和 
的 概率 密度 函数 . 
解 ” 由 题 意 , X 和 了 的 概率 密度 图 数 分 别 为 
fx(x) = : е ( — ® <x <+®), 
2 т 
1 
ћ(у) = т адаы 
0, Е. 


因为 X 与 Y 相 互 独立 所 以 (X,Y) 的 概率 密度 函数 所 xz，y) = (х) * fy (y). 从 而 ， 
Z =X+ 了 的 概率 密度 函数 为 


fz(z) = [ Ж: —у)./у(у)ду = [Ж = y) dy 


т (-у-и)? 
= | е” 22 dy. 
2л V2TO –т 


令 1 = 一 人, 代入 上 式 右 端 , 得 


1 ели 
е2 di 
2 三 =). 2T 


fz (z) = 
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31 条 件 分 布 的 求法 


31.1 解 题 方 法 


I. 二 维 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 律 
(1) 设 (X, 7) 是 二 维 离散 型 随机 变量 , 对 于 固定 的 j, Фр. = P{7=y}>0, 则 在 了 = 
yj 的 条 件 下 ,随机 变量 X 的 条 件 分 布 律 为 
PIX = x;, 二 区 二 
Р{Ү=у;} Р.) 
(2) 同样 , 对 于 固定 的 i, # pi. =Р{Х=х,}>0, 则 在 X=x; 的 条 件 下 , ВЕЛЕ Y НУ) 
条 件 分 布 律 为 


Р{Ү=у,|Х=х}= 


Р{Х =х,|Ї=у,} = (Ф=1,2,‚.). 


Р{Х=х,Ү=у,}_ру 
Р{Х=х} р. 
H. 二 维 连续 型 随机 变量 的 条 件 概率 密度 
(1) 设 二 维 连续 型 随机 变量 (X, Ү) 的 概率 密度 为 Ax, у), 知 对 于 固定 的 y, 边 绿 概率 
密度 fy(y) >0, 则 在 了 Y=y 的 条 件 下 , 随机 变量 X 的 条 件 概率 密度 为 


fx v(x 区) „Баз, 


(j=1,2, +). 


条 件 分 布 函 数 为 


Fxiy(xly) =Р{Х<х|У=у}= | уу(х|у)йх= |" б да. 


(2) 同样 , 若 对 于 固定 的 x, 边缘 概率 密度 f(x) >0, 则 在 X=x 的 条 件 下 , 随机 变量 了 
的 条 件 概率 密度 为 


) 


六 Te(Wxz》 = -Ќх, y) Рр 


条 件 分 布 图 数 为 
fx, Кх, у) ау, 


РихО1х) = РКУ ж у|х=х}= |? ЛО | Tra) 


31.2 ”典型 题解 析 

【 例 31-1】 设 某 班车 起 点 站 上 客人 数 X 服 从 参数 为 和 (A >0) 的 泊 松 分 布 , 每 个 乘客 在 
中 途 下 车 的 概率 为 p(0 <p <1), 且 中 途 下 车 与 否 相 互 独立 , 以 了 表示 中 途 下 车 的 人 数 ， 
Ж: | 

(1) 在 发 车 时 及 个 乘客 的 条 件 下 ,中 途 有 т 个 乘客 下 车 的 概率 ; 

(2) 二 维 随机 变量 (X, У) 的 概率 分 布 . 

分 析 (1) 计算 概率 P{Y=mlX=n}; 

(2) 利用 (1) 和 乘法 定理 计算 P{X=n, Y=m}(0<m<n, n=0, 1,2,…). 
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解 (1) 在 X=n 的 条 件 下 , 途中 有 m(0<m<n) 个 乘客 下 车 的 概率 , 即 为 在 n КУНУ 
复试 验 中 , А 发 生 mm 次 [其 中 和 每 次 发 生 的 概率 为 p(0 <р <1) ] 的 概率 , 所 以 
Р{Ү=тіХ =п}= С" р"(1-р)"". 
(2) X, 了 可 能 取 的 值 为 0, 1, 2, …, Н 
м тъп |, PIX=n, Y=m}=0; 
№ ()=т=<лп 时, Р{Х =п, Ү= т} = Р{Х = п} • Р{У= тіХ = п} 


ч =А.„ rm ¿m АЕ п-т 
= C, p (1 p) ° 


【 例 31-2] 设 二 维 随机 变量 (X, 了) 的 概率 密度 为 
f(x, y) = Де -2 +2xy - y (- о <x< +оо, -% <у< +), 


КЖ A 及 条 件 概率 密度 fy|x(y|x). 
分 析 “本 题 为 一 常规 题 型 利用 性 质 | Wi [= y)dxdy = 1 可 确定 常数 4， 再 利用 


定义 方 jx(y|z) 确定 条 件 概 率 密度 函数 fy x(y|x). 


解 ”利用 泊 松 积分 | “edt = VT 可 得 
ы [ J e, y)dxdy = AÍ [жете dxdy 
= A| “esa ео dy = A Vr| е“ dx = Ат, 
БГА = 一 ， 又 因为 


+ +o ] И yy aa +o ] = 
б) = | f(x, у)ду = | е" spp dy = | 一 e 


— © 


2 =< ni 
. e x +2ху-—У dy 


1 1 


= =e] 和 ey dy = = 


(- о <x <+ ce). 


т -% TT 
所 以 
1 -2x242zy-y? 
„Кх, у) т 1-0-0 
万 | xy 1х) = f. (x) = үш “ы ë 
TT 
+ ”本题 也 可 利用 正 态 分 布 的 概率 密度 的 积分 为 1 来 计算 ， 即 
+оо 1 _(-м)2 
J — I x dt =1. 
– % 2 


【 例 31-3】 设 二 维 随机 变量 (X，Z) 服从 区 域 G 上 的 均匀 分 布 , 其 中 , G 是 由 x-y=0， 
x+y=2 与 y=0 围 成 的 三 角形 区 域 . 

(1) 求 X 的 概率 密度 fy (х) ; 

(2) 求 条 件 概率 密度 fy | y(x|]y). 

分 析 本题 主要 考查 在 区 域 G 上 服从 均匀 分 布 的 二 维 随 机 变量 的 概率 密度 、 边 绿 概率 
密度 和 条 件 概 率 密度 的 关系 . 因此 , 要 熟悉 二 维 均匀 分 布 , 并 由 此 求解 . 


31 条件 分 布 的 求法 = 


解 (1) 区 域 G 如 右 图 所 示 . (X, 7) 的 概率 密度 为 


1, (x, y) = G, 
Дх, у) =Í 
0, (x, y) еб, 
所 以 
fx(x) = | f(x, y)dy 
[ 1: ay, O< x <1, 
0 
2-х 
= | 1: dy, 1 = x = 2, 
0 
| 0-ду,х<0йх>2 
Хх, О = x <1, 
|- 1 =< x = 2 
0, x < Ü ny > 2, 
(2) 因为 
+оо 
fro) = | f(x, у) Ф 
2 —y 
J 1 = dx, 0 =у < 1, 
= y Е 2 = 2y, 0 = у <1, 
| ov:dry<0 或 ?> 1 °, у<0у>1, 
所 以 


(sl) р 5 у<х<2 =y, 0=<у<1, 
й ， ”其 他 . 

£ 根据 f(x, y) 求 条 件 概率 密度 |y(x1y) 时 , 不 仅 在 求 边缘 概率 密度 fjy(y) 时 要 注 
意 使 fx, у) #0 的 积分 区 间 , 而 且 还 要 注意 两 点 : 一 是 只 有 当 边 缘 概 率 密度 f, ( y) Ж ЛЖ 
时 , 条 件 概率 密度 fx|y(x|y) 才 存在 ; 二 是 在 随机 变量 Y 取 值 y 时 , 另 一 随机 变量 X 的 条 件 
概率 密度 及 |y(x|y) 的 取 值 范围 

【 例 31-4】 设 随机 变量 X 在 区 间 (0, 1) 上 服从 均匀 分 布 , 在 X=x(0 <x<1) 的 条 件 下 , 
随机 变量 了 在 区 间 (0, x) 上 服从 均匀 分 布 , Ж: 

(1) 随机 变量 X 和 了 的 联合 概率 密度 ; 

(2) 了 的 概率 密度 ; 

(З) 概率 P{X+ 了 >11. 

分 析 ”本题 是 一 起 基本 题 型 ,只 需 按 照 公式 

f(x, у) =fe(x) * уух(у\х), (У) = Ja, y)dx, 


PtX+Y > 1 J f(x, y)dxdy 


х+у>1 
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直接 计算 即 可 . 
解 ” 依 题 意 , X 的 概率 密度 与 在 X=x(0 <x<1) 时 关于 随机 变量 了 的 条 件 概 率 密度 分 
别 为 
] 
1 Осеке] — 0 <у<х 
fx(x)=4 ' | fy|x(ylx) -= = 
M 其 他 ; 0, 其 他 . 


(1) XX 和 了 的 联合 概率 密度 为 


А. беуехаеї, 


f(x, у) =} (х) * frlx(y|x) "l: 
0， 其 他 . 


(2) fy(y) = [ Лх, y)dx 


! 1 
_ |, dx, O жує], 
[ 0-Ф,у<бйу>! 


Š Ар <y <1, 
о, 其 他 . 
(3) 如 右 图 所 示 ,概率 


PIX + 了 > 1}= [| f(x, y)dxdy 
х+у>1 
1 ] x 
= ] “s = |, Б> 


х+у >] 
0 <y<x<1 
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32 Е ИЕ ИЙНЕНИ 


32.1 解 题 方法 

在 计算 多 维 随机 变量 的 函数 的 分 布 时 ,经 常会 用 到 如 下 重要 结论 : 有 限 个 独立 的 正 态 
随机 变量 的 线性 组 合 仍 服从 正 态 分 布 . 即 , # X, -N(ui, oi) (i=1,2,…, n), B X,, X,, 
7, ,相互 独立 ,Ci(i=1,2,…, n) 为 任意 常数 , 则 有 


2, C, X, ~ М > Сш, У, сї). 
і=1 im] 


i=] 


32.2 典型 题解 析 
【 例 32-1】 设 两 个 相互 独立 的 随机 变量 X 和 了 了 分别 服 从 正 态 分 布 W(0, 1) 和 N(1, 1), 
则 _  _ 


(B) PIX+Y=<1)= 


(G) РАХ -Ү<0}= 5 (D) Р{Х-Ү<1} = 


分 析 ”本题 考 查 独 立 的 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 的 一 个 重要 结论 , 以 及 正 态 分 布 密度 
РА НУКЕ. 
由 于 X~N(0,1), Y~N(1, 1), 且 X 和 Y 相 互 独立 , 故 Z=X+Y 仍 服从 正 态 分 布 , H 


Е(2) =0+1=1, 002) =1+1=2, PB Z=X+XY=N(01, 2), 所 以 有 PIX+Y<1)= 5. 故 


(B) 为 正确 答案 . 
解 应 选 (B) . 
【 例 32-2】 已 知 随机 变量 X~N(C-3,1), 了 ~N(2,1),， 且 X, 了 相互 独立 ,， 设 随机 变 
量 Z=X-27+7, 则 Z-~ 
分 析 由 于 X, 了 是 相互 独立 的 正 态 随 机 变量 , 故 其 线性 组 合 仍 服从 正 态 分 布 . 又 因为 
E(Z) =E(X) -2E(Y) +7= -3-2 х2 +7 =0, 
р(2) =D(X-2Y+7) =D(X) +( -2)2 D(Y) =1+4xl=5， 
所 以 Z~N(0, 5). 
ВЕ ЛЯ N(0, 5). 
【 例 32-3】 卡车 装运 水 泥 , 设 每 袋 水 泥 的 质量 X (以 kg iF) 服从 N(50, 2. 52) , 问 最 多 
装 多 少 袋 水 泥 , 使 总 质量 超过 2000kg 的 概率 不 大 于 0. 05? 
分 析 本题 利用 了 相互 独立 的 正 态 随机 变量 的 和 仍 服 从 正 态 分 布 这 一 结论 , 并 由 已 知 
概率 反 求 最 多 能 装 的 袋 数 . 
解 ” 设 最 多 装 m 袋 , H X ~ N(50, 2.52) 知 
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y = УХ, ~ N(50m, 2.5? т). 
;=1 
故 
Р{Ү > 2000}< 0.05, БП P{Y < 200012 0. 95. 
由 


2000 — 50 Í 
(is |>9. 95, qa 2000 —50т._, ба ут т<39. 48, 
Ут х2. 5 т х2. 


АХФ 39 15. 


33 ”随机 变量 及 随机 变量 函数 的 数学 期 望 与 方差 的 求法 


33.1 解 题 方法 
1. 随机 变量 的 数学 期 望 的 求法 
(1) 定义 法 : Е(Х) = У Xi p, (X 是 离散 型 随机 变量 ) ; 
k 


E(x) = | “xf(x) ах (X 是 连续 型 随机 变量 ). 


(2) 性 质 法 : 
Q) 设 X, 了 是 两 个 随机 变量 , a, b, c 为 常数 , MH 
E(aX +bY +c) =aE(X) + bE(Y) +c. 
一 般 地 , 2 Ху, X,,…, X, 是 nn 个 随机 变量 , Cl С, +, С, И 


E( y С,Х,) = У С,Е(Х,). 
і =] і =1 
@ 设 X, 了 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,， 则 


Е(ХҮ) = E(X)E(Y). 
一 般 地 , ЕХ, Х,, +, X, 是 n 个 相互 独立 的 随机 变量 , 则 


E(TIX) = II (xo; 
і =] і=1 
(3) ВЕЛ ар АЈ НЯ 8. 
ФУ = g(X) [g(u) 21]: 
X 是 离散 型 随机 变量 : E( Y) = Ё| (ХХ) | = 2, Bx) pr 


X 是 连续 型 随机 变量 : Е(У) = E[g(X)] = | efx) dx 


Q@ Z = g(X, Y) [g(u, v) 2]: 
(X, Y) 是 离散 型 随机 变量 : E(Z) = E[g(X, Y)] = У, У, 8(xi, y;)p;; 
i, g 


(X, Y) 是 连续 型 随机 变量 : E(Z) = E[g(X, Y)] = [ sr y)/(x, y)dxdy. 


H. 随机 变量 的 方差 的 求法 

(1) 定义 法 : D(X) =E([X - E(X)]2) = Е(Х?) - [ E(X) ]°. 
(D D(C) =0 (C 为 任意 常数 ); 

@ D(aX+b) =а? D(X) (а, pb 为 任意 常数 ) ; 

О D(X +Y) = D(X) + D(Y) +2соу(Х, Y); 

若 X 与 了 相互 独立 , 则 D(X +Y) = р(х) +D(Y). 


线性 代数 和 概率 统计 思维 训练 与 解 题 方法 


Ш. 几 个 常用 分 布 的 数学 期 望 、 方 差 

(1) (0-1) 7%: E(X) =p, D(X) =p(1 -p). 

(2) 二 项 分 布 X~B(n, р): Е(Х) =np, D(X) =np(1 - p). 
(3) 泊 松 分 布 X~P(A): E(X) = 和 A, р(х) = À. 


2-9 


(4) ВИА Х ~ (a, by, Е(Х) = р(х) = Фа 


- Ах 0 
(5) 指数 分 布 : E(X) = 六 ,D(X) = 点 [概率 密度 函数 Km) =] л”). 


(6) ЕЖУ Х-М(д, o2): E(X) =u, D(X) = o° 
33.2 ”典型 题解 析 
【 例 33-1】 已 知 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 f(x) = = , HJ X 的 数 
TT 


学 期 望 为 ,方差 为 
分 析 本题 考 查 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 的 标准 形式 及 其 期 望 与 方差 .由 于 均值 为 、 


方差 为 o? 的 正 态 率 密 з= ей (-®<х< +=), БШ f(x) 86 
TO 
(x-1) | 
为 f(x) = жт"! 下 "l 从 而 有 /=1， о? = 二 
2. | 万 
„2, 
解 应 填 1, 二 


注 本题 也 可 以 按照 期 望 和 方差 的 定义 直接 计算 . 
【 例 33-2] 设 随 机 变量 X 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 , 则 数学 期 望 E(X+e-”) = 


分 析 ”本题 是 求 随 机 变量 函数 的 数学 期 望 的 典型 题目 ， 只 要 根据 指数 分 布 的 概率 密度 
果 数 及 求 期 望 的 公式 即 可 得 到 答案 . 


因为 随机 变量 X 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ， 概 率 密度 函数 为 MKz) =| г М 
E(X +e2X) = E(X) +E(e2X) = 1 + | enDdr 
=1 [е ` e * dx = + = > 
解 应 填 全 


【 例 33-3】 设 随 机 变量 X ,Xs, 2 相互 独立 , 其 中 , Xi 在 [0, 6] 上 服从 均匀 分 布 , X, IB 
从 正 态 分 布 N(0, 2 ) ，23 服从 参数 和 =3 的 泊 松 分 布 . i Y= X, -2X, +3Х,, IIJ D( Y) = 


分 析 利用 常用 分 布 的 方差 公式 及 方差 的 性 质 进 行 计算 即 可 . 
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由 题 设 知 
"Р(х ) = 
Н Х, 9 X, ， X3 相 互 独 立 ， 因此 
D(Y) =D(XI) +(-2) : D(X,) +3°2 . р(х,) =3 +4 x4 +9 x3 =46. 
ВЕ 应 填 46. 
2 
[913344] 设 X, 了 是 两 个 相互 独立 且 均 服从 正 态 分 布 N{ 0， | >) j 的 随机 变量 , лиа 


机 变量 |X- 了 | 的 数学 期 望 E(|X-7 了 |)= — 

分 析 Z=X-Y 是 相互 独立 且 服 从 正 态 分 布 的 两 个 随机 变量 的 线性 组 合 , 仍 服 从 正 态 
分 布 , 且 容 易 求 出 其 期 望 与 方差 ,从 而 将 求 E( |X -Yl ) 转 化 为 求 一 维 随机 变量 的 函数 的 数 
学 期 望 . 


因为 X， Y 相互 独立 且 均 服从 正 态 分 布 N| 0， 3! 故 Z=X -了 也 服从 正 态 分 布 , H 


(6-07. =3, р(Х,) =22 =4, D(X,) =3, 


Е(2) =Е(Х) -Е(Ү) =0, D(Z) =D(X) +D(Y) =—+ „1. 


即 Z~N(0, 1). 于 是 
+ ш?" 22 2 
Е(|Х-У|)=Е(|7|)у= |. ае" z dz= = `: К а(2-) - (2. 


应 填 /2 
注 “ 本 题 若 直接 按照 二 维 随机 变量 的 函数 求 期 望 , 则 转化 为 二 重 积分 
ECIX-YD) = | ° |x y|: f(x, y)dxdy. 
这 样 将 使 计算 过 程 变 得 相当 复杂 .因此 ,对 于 二 维 随机 变量 的 函数 的 数字 特征 的 计算 , Ж 
能 化 为 一 维 随机 变量 的 函数 再 求 数字 特征 , 往往 比较 方便 . 
【 例 33-5】 设 随 机 变量 X 的 数学 期 望 E(X) =u, 方差 D(X) =o?, 则 由 切 比 雪夫 
( Chebyshev ) 不 等 式 , 有 Р{|Х-ци|>З3с}< 


分 析 ”本题 考 查 切 比 雪夫 不 等 式 : P(|X - E(X) ps 由 题 意 ,得 


1 
2 


P{|X-u|>30}<— 


1 
(30) 9 
解 应 填 二 


【 例 336】 设 随 机 变量 X 和 了 了 的 数学 期 望 分 别 为 -2 和 2, 方差 分 别 为 1 和 4, 而 相关 
系数 为 -0.5, 则 根据 切 比 雪夫 不 等 式 , 有 P(|X+Y|>6)< _ 


分 析 根据 切 比 雪夫 不 等 式 P{|Z- BE(Z) |=) 00 知 ,只 需求 出 Z=X+ 了 的 期 望 


和 方差 即 可 . 因为 
E(Z) =E(X) +E(Y) = -2+2=0， 
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D(Z) =D(X+Y) =D(X) + D( Y) +2cov( X, Y) 
=] +4 +2pxy VD(X) /D(Y) =5 +2x( -0.5) x1 x2 =3; 
所 以 
D(Z 3 1 
Р{\Х+Ү\>б}=Р{|7-Е(7) ыша ы: 
解 БОЙ. 
【 例 33-7] 设 X 是 一 随机 变量 , E(X) =u, D(X) =o2(u, e > 均 为 常数 ) , 则 对 任意 常 
数 c, 必 有 O 
(А) Е[(Х-с)?] =E(X2) =c (B) E[(X-c)2] =E[ (X -u)°] 
(С) Е[(Х-с)?] <Е[ (Х-и)? ] (D) Е[(Х-с)?]>=Е[(Х-ш)?] 


分 析 ”本题 是 考查 随机 变量 的 数学 期 望 计算 的 题 型 . 
Е[(Х-с)°]=Е{[(Х-д) +(и-с)]} 
=Е([(Х-д)°* +(ь-с)*+2(Х-и)(и-с)] 
=Е[(Х-ш)?] + (ш-с)? +2[Е(Х) -и](и-с) 
= Е[(Х-ш)?] +(u -c)2>E[ (X -u) °]. 
故 应 选 (D) . 
解 ”应 选 (D). 
Ж 由 于 D(X) =Е{[Х-Е(Х) ]2}, 上 式 表明 E{(X-c)*} 当 c=E(X) 时 取 到 最 小 值 . 


【 例 33-8】 设 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 F(z) =0.3Ф(х) +0.7Ф[®——\, й, Ф(х) 


为 标准 正 态 分 布 的 分 布 电 数 , MU E(X)= ” 
(A) 0 (B) 0.3 (С) 0.7 (р) 1 
分 析 本题 应 先 求 出 随机 变量 X 的 概率 密度 , 再 按照 定义 计算 E( X). 
依 题 意 , X 的 概率 密度 


f(x) =Е'(х) =0.3ф(х) +0. 359 [2 ) | 


于 十 
Е(Х) = [ода = [70 Зхр(х) dx + [70 35хе(^-—)ах 
Ф 21 = Re 
== | 0.7(2t +1)e(t)dt 
=0.7| 2to(Dd +0.7[ p(n)di = 0.7. 
解 ”应 选 (C) . 


[9133-9] 设 总 体 X 服 从 参数 为 (A > 0) 的 泊 松 分 布 , Xi ,Xs，…,X,(n > 2) 为 来 
n n-l 
自 该 总 体 的 简单 随机 样本 ， 则 对 统计 量 T= У T, = УХ, +, 有 


n 


一 一 一 一  —-Ü-ÇÁÀ  4%<xü0>əÚüq ++ sweÜÜ“ h k 
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(A) E(T,) > Е(Т,), (Тү) > р(т,) (В) Е(Т,) > E(T,), D(T,) < D(T,) 

(С) Е(Т,) < E(T,), О(т) >D(T,) (D) E(T,) < E(T,), D(T,) < D(T,) 

分 析 ”按照 期 望 和 方差 的 性 质 直接 计算 即 可 . 本 题 用 到 泊 松 分 布 的 结论 : E(X,) = 
ӘХ.) = À (Т е1, 2, ===, ñ). 

由 于 XX， X,, +, X, 独 立 同 分 布 , HB E(X;) = D(X,) = À (i =1,2, ---, n), 所 以 


Е(Т,) = (Ух) = у вх) =. nÀ = Л, 


n—l 
E(T,) = Е(—1— Ух + 1X,) = У, ЕХ) +—E(X,) = à ++. 
і = 


故 Е(Т,) <Е(Т,). 又 因为 


рт аа X Saa 


п-1 
D(7;,) = D( 一 чар: +—X 小 = 1 ўан звано 


1 1 А п 1 А 
ТР Ж АР ЖГ тегт зт 


故 选 (D). 

解 ” 应 选 (D). 

【 例 33-10】 掷 12 ЕР, 求 出 现 的 点 数 之 和 的 数学 期 望 与 方差 

Эіл 本题 的 关键 是 将 点 数 之 和 这 个 随机 变量 分 解 为 12 个 简单 随机 变量 的 和 的 形式 ， 
这 和 是 一 个 重要 的 解 题 技 巧 , ЛІЗЕ. 

解 设 X 为 出 现 的 点 数 之 和 , X (i= 1, 2,…，12) 为 第 i SMB f tB PB BJ ЯХ, MH 


12 


Х = Ў, X,, H Xi， Х,, Б Х\› 相互 独立 ; 又 因为 Х,(ї=1, ж у, Эма, 12) 的 分 布 律 为 
і =] 


35 
12” 


E(X,) ==, Е(Х?) = 一 1 p(X,) =E(X2) - [E(X.)]° = 


12 12 
E(X) = У Е(Х,) = 2 x12 =42, Р(Х) = У(Х) = x12 =35. 
i=] і =1 


【 例 33-11] 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 


] x 
аў = kg rL О<х<т, 
0, 其 他 ， 


对 X 独 立地 重复 观察 4 次 , 用 了 表示 观察 值 大 于 3 的 次 数 , sk 了 ?的 数学 期 望 
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分 析 由 于 了 ~B(4, р), 其 中 ,p= Рх», 所 以 只 需求 出 p 的 值 即 可 求 得 E(Y?). 
解 ” 由 于 了 表示 对 又 独立 地 重复 观察 的 4 次 中 观察 值 大 于 工 的 次 数 , 所 以 了 ~ B(4， 
р), ЖН 


即 了 ~ -B[4, "I 于 是 


E(Y2) =D(Y) +[E(Y) ]2 =4 = (і š) ‚(4 <>) =$, 

【 例 33-12] 某 流 水 生产 线 上 每 个 产品 不 合格 的 概率 为 (0 <p <1) , 各 产品 合格 与 否 
相互 独立 ， 当 出 现 一 个 不 合格 品 时 即 停机 检修 . 设 开 机 后 第 一 次 停机 时 已 生产 的 产品 个 数 
3 X, 求生 的 数学 期 望 E( X) fly ЗЕ D(X). 

分 析 “本题 应 先 确定 和 的 分 布 律 , 再 按照 定义 或 计算 公式 求 E(X), D(X). 

Ж X 的 分 布 律 为 

РАХ =&}=(1-р) “р (k =1, 2, ---), 


所 以 
E(X) = У „ЕРУ = k) = 3 k(1 _ р)“ p =p k(l = р) 
К =1 К =1 К =1 
РА +оо x Тесли | р д р 
а “二 二 = 和 
= 
p| 199 
因为 
Е(х?) = Ye Pix == У р) р =рУ[(Е+1)Е-Е](1 р) 
k =1 k=1 К =] 
= F 2 BUR C= 92.801 = р)" 
3 | рукн "= ср) L =%-4- 
РУ р)"] p| J ни 
所 以 


D(X) = E(X2) -[E(X)]2 = (5 -一 )- 1 
р 
[0933-13] 如 右 图 所 示 , 设 随机 变量 X 和 了 的 联合 分 布 在 以 
所 (0, 1), (1, 0), (1,1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 上 服从 均匀 分 布 ， 
试 求 随机 变量 Z = X + 了 的 方差. 


分 析 “本 题 应 用 随机 变量 函数 的 期 望 公式 
E[g(X, Y)] -[ "р" g(x, у) х, у) dxdy 
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直接 计算 E(Z) K Е(2?), 再 利用 D(Z) = E(Z2) -[E(2Z)]? 计 算 方差 即 可 . 
解 ” 设 三 角形 区 域 为 G = {(x, у) 10 <x<1,1 -x<y<1}, 则 随机 变量 X 和 了 的 


联合 概率 密度 为 f(x, y) = | u w. т 由 于 
х, у . 


Е(2) = Е(Х + Y) =[ | G +y) Л, y)dxdy 


4 


ü [е 26 +3295 = [о ЕЮМЕТ 


Е(22) = Е[(Х + У)2] =[ [ (x + у)? f(x, y)dxdy 


= [а 20 +y)°dy = [ (5 + 2х? +2x)dx = а, 


11 2 1 
D(Z) = E(Z2) -[E(Z)]2 == -(3) = тв. 
【 例 33-14] 假设 一 部 机 器 在 一 天 内 发 生 故 障 的 概率 为 0.2, 机 器 发 生 故 障 时 全 天 停止 
工作 . 27—78 5 个 工作 日 里 无 故障 ,可 获 利润 10 万 元 ; 发 生 一 次 故障 仍 可 获 利润 5 万 元 ; 
发 生 两 次 故障 所 获 利润 0 元 ; 发 生 三 次 或 三 次 以 上 故障 就 要 亏损 2 万 元 . 求 一 周 内 期 望 利 
润 是 多 少 ? 
分 析 本题 的 关键 是 要 正确 地 列 出 所 获 利润 与 故障 天 数 之 间 的 函数 关系 式 , 而 故障 天 
数 是 一 随机 变量 , 服从 二 项 分 布 . 
解 ” 以 X 表 示 一 周 5 天 内 机 器 发 生 故 障 的 天 数 , 则 XX 服从 二 项 分 布 : Х-В(5,0.2), 
其 分 布 律 为 
P{X=k}=Cs х0. 2“ х0. 82-* (k=0, 1,2,3,4,5), 
即 
Р{Х =0\}=0.8? =0.328, 
Р{Х=1}=С} x0.2 х0. 8° =0.410, 
PIX=2}=C5 х0. 2? х0. 8° =0. 205, 
РіХ2>23}=1 – Р{Х=0}- Р{Х=1}-Р{Х=2} =0. 057. 
以 了 表示 所 获 利润 ， 则 


于 是 
E(Y) =10 xP{X=0}+5 xP{X=1}+0xP{X=2}+( -2) xP{X>3} 
=10 х0. 328 +5 х0. 410 +0 x0. 205 + ( —2) x0.057 =5.216 (万 元 ) . 
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34 两 个 随机 变量 的 协 方差 与 相关 系数 的 求法 


34.1 解 题 方 法 
计算 两 个 随机 变量 的 协 方差 与 相关 系数 ， 只 需 按 照 公 式 及 相应 的 性 质 直 接 计算 即 可 . 
I. X 与 了 的 协 方差 
cov(X, Y) =E([X-E(X)][Y-E(Y)]1=E(XY) -E(X)E(Y). 
性 质 : 
(1) cov( X, Y) =cov( Y, X); 
(2) cov(aX, БҮ) =abcov( X, Y); 
(3) cov(X, +X,, Y) =соу(Х,, Y) +cov(X,, Ү); 
(4) # X Ej Yjhsr, 则 cov(X, Y) =0. 
Ж D(X+Y) =D(X) + D(Y) +2соу(Х, Y). 
H. 和 与 了 的 相关 系数 
оу -cov(X, Y) ECXY) -Е(Х)Е(Ү) 
/D(X) /D(Y) /D(X) /D(Y) 
Ж pxy =0 , 则 称 X 与 了 不 相关 . 


34.2 ”典型 题解 析 
【 例 34-1】 设 二 维 随机 变量 (X, Y) 服从 二 维 正 态 分 布 , 则 随机 变量 £ =X+Y, m=X-Y 


不 相关 的 充分 必要 条 件 为 
(A) E(X) = E(Y) (B) E(X2) - [ E(X) ]° =E(Y’) - [ E( Y) ]° 
(С). ДОХ?) = ду?) (D) Е(Х?) + [Е(Х) |? = Е(Ү?) + [Е(У) ]? 


分 析 本题 应 从 cov(&, т) =0 的 条 件 人 手 . 
(X, Y) - М(ш, ш, ої, 03, р), Х-М№ш, сї), У-№и, оз). 所 以 
DIE) =D(X+Y) = р(х) + D(Y) + 2соу(Х, Y) 
=0] +05 +27) o> p >g +05 - 20 сз = (о - оз)? 20, 
D(m) = Рр(Х-Ү) = р(х) + р(уү) – 2соу(Х, Y) 
=0? +0? -2ol o> p >g 1 +а? – 20 о = (G, - с)? 20, 
Ж, &, п 不 相关 的 充分 必要 条 件 为 cov(£, т) =0, 而 
cov(£, 7) =cov(X +Y, 和- 了) =cov(X, X) —cov(X, Y) +cov( Y, X) —cov( Y, Y) 
=D(X) -D(Y), 
所 以 , £, т 不 相关 的 充分 必要 条 件 为 D(X) = (ү), Bl 
Е(Х?) ~ [E(X)]2 =E(Y2) = [E(Y) ] 
故 本 题 应 选 (B) . 
解 应 选 (B) . 
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注 (1) 随机 变量 X 与 Y 不 相关 定义 为 相关 系数 pxy =0. 因此 , 当 D(X) >0, D(Y) > 
O BJ, XX 与 了 不 相关 的 充 要 条 件 为 cov(X, Y) =0. 
(2) 随机 变量 X 与 Y 不 相关 是 X 与 Y 相 互 独立 的 必要 而 非 充 分 条 件 . 但 当 (X, У) 服从 
二 维 正 态 分 布 时 , 和 与 了 不 相关 是 和 与 了 相互 独立 的 充 要 条 件 . 
【 例 34-2】 т пк, 以 X 和 了 分 别 表示 正面 向 上 和 反面 向 上 的 次 数 ， 
则 X 和 了 的 相关 系数 等 于 __. 
(A) -1 (B) 0 СС) 0.5 (D) 1 
分 析 ЯШ Y =n- X 即 可 得 到 正确 选项 . 
H T X 和 了 都 服从 二 项 分 布 B(n, 0.5), 其 中 , У=п-Х, 所 以 
Р(х) = (ҮҮ) =nx0.5x (1-0. 5) =0. 25п=0, 
cov(X, Y) =соу(Х, п-Х) =cov( X, -Х) = —cov(X, X) = - р(х), 
因此 , X 和 了 的 相关 系数 为 


Я 应 选 (A) . 

【 例 34-3】 设 随 机 变量 X~N(0, 1), У-Л(1, 4), 且 相 关系 数 pxy =1, 则 _ . 

(A) PIY= -2Х-1}=1 (В) PIY=2X=1k=1 

(С) Р{У=-2Х+1}=1 (D) Р{Ү=2Х+1}=1 

分 析 ”本题 考查 相关 系数 的 性 质 . 由 于 X 与 了 的 相关 系数 pxy = 1 > 0, 所 以 
P{Y=aX+b}=1, Ba>0. 又 因为 Y~N(1, 4), X~N(0, 1), 所 以 E(X) =0, E(Y) =1, 
从 而 由 E(Y) =E(aX+b) =aE(X) +b=1 知 b=1， 故 应 选 (D). 


解 应 选 D) . 

【 例 344】 设 随 机 变量 X 和 了 了 均 服从 正 态 分 布 , 且 它 们 不 相关 , HH 

(A) 和 与 了 一 定 独 立 (B) (X，7Z) 服从 二 维 正 态 分 布 
(C) 和 与 了 未 必 独 立 (D) X+ 了 服从 一 维 正 态 分 布 


分 析 本题 考查 正 态 分 布 的 性 质 以 及 二 维 正 态 分 布 与 一 维 正 态 分 布 之 间 的 关系 .只 有 . 
当 (X，7) 服从 二 维 正 态 分 布 时 , 不 相关 与 独立 才 是 等 价 的 . 

只 有 当 (X, 7) 服从 二 维 正 态 分 布 时 , X 与 7 不 相关 SX 与 了 独立 . 

本 题 仅 仅 已 知 X 和 了 均 服从 正 态 分 布 , 因此 , 由 它们 不 相关 推 不 出 和 与 了 一 定 独立 ， 
可 排除 (A); 

车 XX 和 了 均 服 从 正 态 分 布 且 相互 独立 , 则 (XX, 了) 服从 二 维 正 态 分 布 , 但 题 设 并 不 知道 
X, 了 是否 独 立 , 可 排 际 (B) ; 

同样 地 , 只 有 要 求 X 与 Y 相 互 独 立时 , 才能 推出 X+ 了 服从 一 维 正 态 分 布 ,可 排除 
(О). 故 正确 选项 为 (C) . 

Б} ”应 选 (C) . 

Ж (1) # X 与 了 Z 均 服从 正 态 分 布 且 相 互 独立 ,， 则 (X,，Z2 服从 二 维 正 态 分 布 . 

(2) 若 X 与 了 均 服 从 正 态 分 布 且 相互 独立 , Д] aX + bY 服从 一 维 正 态 分 布 . 

(3) 若 (X, 了 ) 服从 二 维 正 态 分 布 , 则 X 与 Y 相 互 独立 eSX 与 了 不 相关 . 
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【 例 34-5] 设 随 机 变量 (X, 了 ) 服 从 二 维 正 态 分 布 , H XX 与 了 不 相关 , fx(x) , fy(y) 分 


别 表示 X, Y 的 概率 密度 , 则 在 了 =y 的 条 件 下 , X 的 条 件 概 率 密度 及 |y(x|y) 为 
(A) fx(x) (В) fy(y) (С) fx(x)fy(y) (D) сы 
Дуб у) 


піт 本题 考 查 二 维 正 态 分 布 的 性 质 . 
由 于 (XX, 了) 服从 二 维 正 态 分 布 , 因此 , 由 XX 与 了 不 相关 可 知 XX 与 Y 相 互 独立 , 于 是 有 


) = _/\х, у) ) -六 CC „(у 


ауу) = 让 全 Gy) 
故 应 选 [A) . 


解 应 选 (A) . 
【 例 34-6] 设 二 维 离散 型 随机 变量 (X, У) 的 分 布 律 为 


FG — 


(1) jk PIX =2Y1; (2) >K cov( X - Y, Y). 
分 析 (1) 利用 分 布 律 直接 计算 PIX =2У}; (2) 利用 性 质 或 定义 计算 即 可 . 


解 (1) 由 随机 变量 (XX, У) 的 分 布 律 可 知 
P{X=2Y}=P{X=0, Y=0}+P{X=2, Y= 1} = 二 +0= + 


(2) 方法 一 : H(X, 了) 的 分 布 律 可 得 X,Y, XY 的 分 布 律 分 别 为 


从 而 
l 1 1 
E( X), = =0х-+1х7 +2 х в 
TR 
3 


l 1 
Е =. = 
( Y) = =0х+1ха+2х 
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Е(Ү?) =02 x 二 +1 x +22 x 


7 1 1 
Е(ХҮ) =0хуу+1х 3 +4 хү» 


又 因为 D(Y) =Е(Ү?) -ГЕ(Ю) 1 =3--1=-—, 于 是 


cov( X — Y, Y) =cov( X, Y) —cov( Y, Y) 
= E( XY) -Е(Х)Е(Ү) - D( Y) 
2 2 2 2 


Иш Шш Ша N 
方法 二 ， cov( X ~ Y, Y) =E[(X-Y)Y] _- E( X - Y)E( Y) 
= Е(ХҮ) - Е(Ү?) - Е(Х)Е(Ү) + [ E( Y) ]2 


з 3 2 r r= „2 
а 3 3 4 


【 例 34-7】 设 Xi,X,,…, X,(n>2) 为 来 自 总 体 N(0, 1) 的 简单 随机 样本 , X 为 样本 均 
值 ， У, =, = X (1=1, 2,…, n). >K: 

(1) ТИЛЛЕ р(Ү,) (і=1, 2, ==, п); 

(2) 了 与 了 的 协 方差 соу(Ү,, Y, ). 


分 析 本 题 只 要 按照 方差 和 协 方差 的 性 质 以 及 结论 Е(Х) = E(X) , Р(Х) == ъй 
即 可 . 


„= 
= 


ж (1) D(YO) = D(X, -X) = p[# Ix, - Ух) 


= (l) р(х) +-;у р(х) (因为 各， 各，…, 和 相互 独立 ) 
=. 
–1)? – 1 -1 ，， 
= = 一 (i 
(2) cov(Y,, Y,) = cov(X, - X, X, — X) 


= cov(X,, Х„) —cov(X,, X) —cov(X,, X) +cov(X, X) 


=1, 2, +=‚ т). 


= 0 -2cov| x, , L yx)+p() 
| =] 
= -2cov( Хі, х.) + D(X) 


=- D(X) +D(X) 
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35 中 心 极 限定 理 的 应 用 


35.1 解 题 万 法 


应 用 两 个 中 心 极限 定理 计算 概率 时 , 要 分 清 两 个 定理 的 条 件 ， 明确 使 用 的 是 哪 一 个 定 
JH. 它们 的 区 别 是 : 棣 葛 弗 - 拉 普 拉 斯 (De Moivre - Laplace) 定 理 (二 项 分 布 以 正 态 分 布 为 
其 极限 分 布 ) 指 的 是 随机 变量 X, 服 从 参数 为 n, p 的 二 项 分 布 , 当 n 比较 大 时 , X. r HR A 
正 态 分 布 N(np, np(1 —p)), 涉及 的 是 一 个 随机 变量 ; 而 列 维 - 林 德 伯 格 (Levy - Lindberg 
定理 (独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 ) 指 的 是 对 于 大 量 (n 个 ) 相互 独立 同 分 布 、 数 学 期 望 和 
方差 存在 的 随机 变量 X, ，X,，…，X,， 当 n 充分 大 时 , 它们 的 和 近似 服从 正 态 分 布 
N(nE(X;), пр(х,)), 涉及 的 是 一 个 相互 独立 同 分 布 、 期 望 和 方差 存在 的 随机 变量 序列 . 


35.2 ”典型 题解 析 
【 例 35-1] 设 X 表 示 n 次 独立 重复 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 , p 是 事件 А 在 每 次 试验 


中 出 现 的 概率 , 则 P{a <X, <b1= 
分 析 ”本题 考查 棣 葛 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 . 由 


Н 4 = аы.» <: -т@ =Ф(х) 
т s е t = x 
n— ° /np(1 – _ p) Г = /2T 
知 
X, -np „1 а 

im P| < <} e 2 dt 

п—›® Vv npq [| V2T 
故 


Р{а<Х„<Ь}= 228, Х, r. [a 1 а 
Vnpqg Vnpg пра] Jom Vn 


2 
] e 2 dt. 


应 填 M 

пра 

【 例 35-2】 一 复杂 的 系统 由 100 个 相互 独立 起 作用 的 部 件 组 成 , 在 整个 运行 期 间 , 每 

个 部 件 损坏 的 概率 为 0. 10, 为 了 使 整个 系统 起 作用 , 至少 必须 有 85 个 部 件 正 常 工作 , ЖЖ 
个 系统 起 作用 的 概率 . 

分 析 本题 是 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 的 一 个 简单 应 用 . 将 每 个 部 件 看 作 一 次 试验 , 在 整 

个 运行 期 间 , 每 个 部 件 的 完好 率 ( 即 可 靠 性 ) 为 0.9. 

щ 2х. р. 第 ;个 部 件 在 整个 运行 期 间 工作 ， 


0, 第 ;个 部 件 在 整个 运行 期 间 损坏 ， 一 100. НИВА, А. 


100 
X,，…，Xio 相互 独立 ， 且 Р{Х,=1}=0.90, Р{Х,=0}=0.10. 记 X= Y X, ， 显 然 ， 
і =] 
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X-B(100, 0.9), 由 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 , —5—109*0-9__ унны моо р), 从 而 
v100 x0.9 x0.1 


X-100x0.9 _ 85 -100x0.9 
v100 х0.9х0.1 v100 x0.9 x0.1 | 


=1 -Ф( -3) -0(5) -0. 9525. 


【 例 35-3] 保险 公司 多 年 的 资料 统计 表明 , 在 索赔 户 中 , 被 盗 索赔 户 占 20%. 在 随意 
抽查 的 100 Ж ЖЛ ЕН, 被 盗 的 索赔 户 数 为 随机 变量 X. 

(1) SH X 的 概率 分 布 ; 

(2) 利用 棣 英 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 , 求 被 盗 的 户 数 不 少 于 14 户 且 不 多 于 30 户 的 概率 的 近 
似 值 . 

分 析 (1) 把 对 索赔 户 的 观察 作为 一 次 试验 , 随意 抽查 100 个 索赔 户 可 看 作 n = 100 的 
伯 努 利 试验 , 可 知 X~B(100, 0.2). 

(2) 求 出 E(X), р(х), 利用 棣 英 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 , 对 P{14<X<30} 进 行 估算 . 

解 (1) 根据 题 意 , 索赔 户 数 X 服 从 二 项 分 布 B(n, р), 其 中 , n=100, р=0. 2, ВХ ~ 
B(100, 0.2), 所 以 X 的 概率 分 布 为 

P{X=k}=Ci x0.2* х0. 810-4 (k=0, 1, 2, ++, 100) 
(2) 因为 Е(Х) = пр =20, D(X) = пр(1 -р) =16, 由 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 得 所 求 概 


Р{Х>85}=1-Р{Х<85}=1 =Р| 


Р{14<Х<30}= P] -1.5 p25) -BD = L.5) 
=@(2.5) +@(1. 5) –1 =0. 9938 +0. 9332 -1 =0. 9270. 

[0135-4] 一 生产 线 生 产 的 产品 成 箱包 装 , 每 箱 的 质量 是 随机 的 . 假设 平均 每 箱 的 质 
量 为 50kg, 标准 差 为 5kg. 知 用 最 大 载重 量 为 St 的 汽车 承运 ， 试 利用 中 心 极 限定 理 说 明 每 
辆 车 最 多 可 以 装 多 少 箱 , 才能 保证 不 超载 的 概率 大 于 0.977. [Ф(2) =0. 977, ЖН, Ф(х) 
是 标准 正 态 分 布 函数 . ] 

分 析 本题 是 中 心 极 限定 理 的 一 个 简单 应 用 . 首先 找 出 一 组 独立 同 分 布 的 随机 变量 序 
列 (这 里 为 每 箱 的 质量 ) ， 则 根据 列 维 - 林 德 们 格 中 心 极 限定 理 知 , 其 和 (总 质量 ) 的 极限 
分 布 为 正 态 分 布 , 因此 , 其 和 近似 服从 正 态 分 布 , 且 正 态 分 布 的 期 望 与 方差 可 以 直接 通过 
和 式 计算 出 来 . 

解 设 X(i=1,2,…, n) 是 装运 的 第 i 箱 的 质量 (单位 : kg), n 是 所 求 的 箱 数 ， 由 题 
iz, 可 以 将 Xi ,X,,…, X, 视 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 而 п 箱 的 总 质量 

Š, = X, + X, +. + X, 

是 独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 . 

由 题 设 , 有 

E(X,) =50, /D(X;) =5; E(S,) =50n, /D(S,) =5/n. (单位 : kg) 

根据 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极 限定 理 , ЖП 89, 近似 服从 正 态 分布 N(50n, 25n). ПА л Ж 

据 下 述 条 件 确定 : 
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S, – 50п _5000 -50n] _ 1000 – 10n a 
ыл ык \- е" | >0. 977=Ф(2), 
由 此 得 ЧЕ" >2, JA n <98. 0199, 即 最 多 可 以 装 98 箱 . 
n 

Ж ”对 于 独立 同 分 布 的 中 心 极 限定 理 , 关 键 是 掌握 其 基本 思想 , 而 不 应 只 记 住 其 公式 . 
事实 上 , 其 核心 结论 是 : 独立 同 分 布 随机 变量 的 和 的 极限 分 布 是 正 态 分 布 , 且 正 态 分 布 的 
期 望 与 方差 可 直接 通过 其 和 式 进 行 计 算 . 得 到 正 态 分 布 后 ,再 通过 标准 化 计算 概率 则 是 常 
规 问 题 . 


P{S, <5000} -中 


36 正 态 总 体 的 一 些 常用 抽样 分 布 


36.1 解 题 万 法 

本 部 分 的 关键 是 牢记 三 个 常用 统计 量 的 结构 , 并 可 据 此 来 证 明 一 些 相关 统计 量 的 分 
布 ; 掌握 正 态 总 体 的 样本 均值 与 样本 方差 的 分 布 . 

1. 三 种 第 用 的 抽样 分 布 

(1) 久 -分 布 : 若 随 机 变量 XX,,…, X, 独 立 且 同 服从 正 态 分 布 N(0, 1), Ж 


= ух; „ (л). 

(2) t- 分 布 : 若 随机 变量 X ~ М(0,1),Ү-ү(п), B X, 了 相互 独立 ， 则 

X 

~ t(n). 
y 
上 
(3) 下 -分 布 : # U - Y (п), V ~ (п), 且 U,V 相互 独立 Wi 
| U 


Б = 
у 


£ = 


~ F(n,, n,). 
m, 
H. 正 态 总 体 的 样本 均值 与 样本 方差 的 分 布 
设 总 体 X ~ N(u, o2), XI, Х,, +, X, 为 来 自 总 体 X 的 一 个 样本 , X 为 样本 均值 , 8 为 ， 
样本 方差 , 则 
ох Ух мо, Z-), 85 мо, 1); 


Е 


(3) X 5 519915; 
(4) 2-а ~ F(R = 1). 


Vn 


Ш. 三 个 重要 结论 


设 总 体 X 的 数学 期 望 E(X) =u, 方差 D(X) =o? , 样本 均值 芝 = У Х,, Вг 


9 =—— у (x, -X2 , MI 
i=] 


п 
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(1) E(X) =u; 
2 
7 G 
(2) р(х) Р. 
(3) Е(5?) = o°. 
36.2 ”典型 题解 析 
[0136-1] 0 Х,, Х,, Х,, Х.Е МОО, 2 ) 的 简单 随机 样本 , 统计 量 X 为 
X=a(X, —-2X,)° +b(3X, -АХ,)°?, 
则 当 a= ,pp= RB, 统计 量 X 服 从 x 分 布 , 自由 度 为 z 
分 析 本题 属于 抽样 分 布 的 类 型 题 , 且 已 明确 要 求 统 计量 X 服 从 x 分布, 故 可 直接 根 
IE Y 分 布 的 定义 得 到 结论 . 
依 题 意 ,有 X, , Х,, Х,, Xs 相互 独立 且 同 服从 正 态 分 布 N(0, 2°), IN ik, X, - 2X 与 


X, 一 2X 
ЗХ, -4X4 也 相互 独立 且 分 别 服从 正 态 分 布 N(0, 20) 与 N(0, 100). 因此 ,一 -天 一 = 与 
–4 
一 3 二 一 4 都 服从 标准 正 态 分 布 (0, 1). ЖЕЕ ЕАО ВЗ, 有 
/ 100 


20 100 


时 , X R) ЛИ, 其 自由 度 为 2. 
] ] 
解 应 填 20，j00， ! 
【 例 36-2】 设 随 机 变量 X 和 了 相互 独立 , 且 均 服从 正 态 分 布 N(0, 32), Х,, X, ，…，Xo 


X. Ф, + E 
和 了 , Ү,, …, 又 是 总 体 和 和 了 的 简单 随机 样本 , 则 统计 量 避 = 72277729 ру 
/Ү + Y2 + + 0 
分 布 , 参数 为 | 


分 析 ”本题 考查 1 统计 量 的 分 布 , 应 牢记 . 
H X, -N(0, 32) (i=1,2,…, 9) ЯХ, +Х,+---+ 名 ~N(0, 92), 所 以 


X, + X, + -- + Xo 
—Nü thi 


X = ~ (2). 


l 
即 当 4a=20,2=100 


H Y, = N(0, 32) (i=1, 2，…, 9) 8 -N(0, 1) (i=1,2，…, 9) ,所 以 


Ү,\2 үУ,2 Y 2 Yf+Y ++ , 
ikku awa 
X, +K. +=+ KX, УҢ? a L РЗ _ 
六 国光 Ju 
(Xi + Х, 十 …' 十 Xo ) 
TT X, + X, +... + Xo Ë 9 > ) 
V YP + YZ ++ Y2 БЕ: 
9 


9 


解 应 填 t, 9. | 
[ #1 36-3] #(Х,, Х,, ---, Х„)Ж(Ү,, Y,, --, У) 为 分 别 来 自 两 个 独立 的 正 态 总 体 


2 
М, о?) Ж Мор, о?) 的 两 个 样本 ,其 样本 (无 偏 ) 方差 分 别 为 S1 Ж 53, ШЕЕ Р = 
2 


МЛЯ. 
分 析 ”本题 考查 正统 计量 的 分 布 , 应 牢记 . 
-1)5 -1)S . 
“үч pr -ai B 
Ст G 
(п-1)5 


2 
G 


(mn-1)S1 (т-1)$% 
7: у Т 
ст Go 


独立 ， 


2 


\ 51 _ п-1 有 т \ = ә 
所 以 Ё руд Е(п-1, т-1). ХЛ Е(п-1, т-1). 


д? 
1101 1 
解 ЛЖ Е(п- 1, т-1). | 
[ #| 36-4] 设 总 体 X 服 从 正 态 分 布 N(0, 2°), Х,, Х,, ++, Xis 是 来 自 X 的 简单 随机 样 
2 2 
£, 则 随机 变量 了 = 了 Xe 服从 分 布 ,参数 为 
分 析 ”因为 样本 与 总 体 同 分 布 , 故 每 个 X, 均 服从 正 态 分 布 , 进而 经 标准 化 可 得 到 服从 
标准 正 态 分 布 的 随机 变量 , 而 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 的 平方 和 服从 x? 分 布 , 从 而 随机 变 
量 的 分 子 与 分 母 均 可 凑 成 符合 xx 分 布 的 情形 . 
因为 Х,, Х,, ++, X E SK X 的 样本 , 所 以 X, ~N(0, 22) (i=1,2,…, 15), B X, , 


Ж. 
Х,, “=> Xo; Х|} ыз" Xs 相互 独立 . 将 其 标准 化 ， 得 > “N(0, 1). 再 由 好 分 布 的 定义 ， 有 


] ] 
Y, = (Xi +++) ~x (10) ‚‚ 12 = (Xñ +з +Х;) “Х (5). 
显然 ， y, 与 用 独立 . 由 ЕЗТНЕ У, 知 
ес 


解 ЛН F, (10, 5). 
[01 36-5] iZ Х,, Х,, Х,, Xi 为 来 自 总 体 N(1, сг) Н % ЛЖ, 2:18 
Х| – Х, 
Те ах, 21197777. 
(А) №0, 1) (В) (1) (бї (1) (D) Е(1, 1) 


分 析 本题 考查 1 统计 量 的 分 布 , 应 牢记 . 


X, - X 
因为 Xi;~N(1, о?) (i=1,2,3,4), ТД X, - X, < №0, 262), Ба ! 1); 
G 


аа 


156 
X, +X, –2 (X, +X, —2)2 
X, +X, ~ N(2 X, +X, -2 =N(0, 2 _—— Neu. Д — > -二 时 有 
з 十 人 4 (2.22), 3 + AA (0, 202), fo (0,1), 20? y (1) 
| X -Х, (X. +X, -2у2 ` 
又 因为 X, ° Х,, X 》 X4 相 互 独立 ， оаа 8220. 也 相互 独立 ， 于 是 
о 20 
X, — X, 
a D 
ІХ +Х,-21 ху, +X, —2)2 . 
20? 


解 ” 应 选择 (B) . 
[ 0] 36-6] ЕЛЕ Х-(п), Ү-Е(1‚ п), 给 定 a(0 <a <0.5), 常数 c 满足 
P{X>c}=a, 则 P{Y>c*}= 


(А) а (В) 1-а (С) 2а (р) 1-2а 
分 析 本题 考查 1 分 布 的 密度 函数 的 性 质 , 以 及 服从 1 分 布 的 统计 量 与 服从 F 分 布 的 
统计 量 的 关系 . 


5 Х- (п), 所 以 P{X>0}=0.5; 而 0<a<0.5, 且 P{X>c}=a, 可 知 c>0; 
当 久 ~t(n) 时 , X*~F(1, n), 又 因为 Y~F(1, n), 故 知 了 与 X* 同 分 布 . 所 以 
P{Y>c*}=P{X* >c*}=P{|X|>c}=P{X< -c}+P{X>c}=2P{X >c}=24. 
ЮЖ ”应 选择 (C) . 
Ж 本题 利用 了 :分布 的 密度 函数 的 图 形 关 于 t=0 对 称 的 性 质 . 
【 例 36-7】 设 样本 XX , Х,, +, Xo 来 自 总 体 N(0, 1), Y= (X, +X, +X3) + (X, + X; + 
X5)2 ， 试 确定 常数 C, 使 得 CY JR Y ZY. 
分 析 ”本题 属 于 抽样 分 布 的 类 型 题 , 但 已 明确 要 求 统计 量 CY 服从 x 分布 , 可 直接 根 
据 达 分 布 的 定义 ,确定 常数 C. 
Ж НУ Х,, Х,, ·--, Xe 是 总 体 N(0, 1) 的 样本 , 故 
XI +X, +X, ~N(0, 3), X, +Xs +X, =N(0, 3), 
且 两 者 相互 独立 . 因此 
X, + X, + X; X, + X; 十 入 6 
A ОМА, Í). 1 
且 两 者 相互 独立 . Hy 分 布 的 定义 ， 有 


X. +X. 十 和 2 (X,+X., +X.) 
( l 7 з) s Š 4 - 6) py, 


~N(0, 1), 


即 37~M2(2)， 即 得 C = —- 
C(X, +X,) 


一 
(Xs +X2 + Хг)? 


【 例 36-8] 设 样本 Х|, Х,, е, X5 来 目 总 体 N(0, 1), Ү = 


ЖОС, 使 得 了 服从 1 分布 . 
分 析 本题 属于 抽样 分 布 的 类 型 题 , 但 已 明确 要 求 统 计量 了 服从 1 分 布 , 可 直接 根据 1 
分 布 的 定义 , 确定 常数 C. 
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解 Н X, ， Х,, 77е X; 是 总 体 N(0， 1 ) 的 样本 ， É X, + X> ~N(0, Жу, 即 有 
| Ху +X; 


万 ~N(0, 1). 
而 
Xi +X +X; - (3), 
BAP хә +X2 + 2 相互 独立 ， 于 是 
№. 
X, + X, 
2. 3 X, + X 


ж ——— t 


ХЕХ N 2 ` (XP +X2 + X2)3 
3 


因此 ,所 求 的 常数 с= |3. 
(01 36-9] 从 正 态 总 体 N(3.4, 6?) 中 抽取 容量 为 n 的 样本 , 如 果 要 求 其 样本 均值 位 于 

区 间 (1.4, 5.4) 内 的 概率 不 小 于 0.95, 问 样本 容量 至 少 应 取 多 大 ? 
附 表 标准 正 态 分 布 表 Ф(х) = | 


x 
一 00 


] 


2 
е? dt 


分 析 “本题 考查 正 态 总 体 样 本 均值 X 的 分 布 , 应 牢记 . 
解 HH X-N(3.4, 62) ЖХ -N|3.4, °), 故 


п 
3.4 
6 
Vn 


得 @[ >0.975 = Ф(1.96), BDA > 1.96, В n> (1.96 x3)2 =34. 57. 故 n 至 少 应 取 


Pll,4< <5.4Yye PI|X -3.4| 3-0) «л =2e[2) -1>0.95, 


35. 
【 例 36-10】 设 总 体 X 服 从 正 态 分 布 W(4, o- ) ， 从 该 总 体 中 抽取 简单 随机 样本 Xi ， 


2n n 
Xs ，…, Xan(n 宇 2) ,其 样本 均值 为 也 = „- у X,, 求 统计 量 Y = У (X, +Х,„ -2X)2 0038 
i=] i=1 


学 期 望 E( Y). 
分 析 对 本 题 ， 可 将 样本 X, ‚ Х,, ә X, 视 为 两 部 分 ， X, 、， X, ， `... X. S Kua ` > рту 
…， X 以 和 ,22 分别 表示 它们 的 样本 均值 ， 即 
1 


有 n Е 1 п 
X, ше. X = 2, Хон, 


则 有 2 元 = X, + 名. 再 利用 样本 方差 的 性 质 , 有 


на ДЕНАТ БОЖА 


дұ _ l < _ s _ д 
E( S) -BT 而 入 | с, 
从 而 

E[ Y (x, -Х,)?] = (n - 1)o2. 
il 
类 似 地 , 可 得 


Е| У, (Хо  -X,)2] = (n = 
i=1 


#8 
< 
il 
МА > 


(х, +X. 2) = У(Х, - K.) +(х, ÀX) 
і =] 


з. 
х1 
一 一 


[(X, = 1)? +2(Х, — X, ) (X, ,, — X,) +(Х, -Х,)?], 
ч 


E(Y) = E[ У (X, -Х,)?] +Е[ > (Х,ы -Х,)?] +2 У Е[(Х, -Х,)(Х,, -Х,)], 
і =] [= [= | 


由 于 X; - X, 5 X, ,; – ХШ \/., Н. 
E| (X, — X, ) (Xn – X, ) ] = E( X, - X, ) ; E(X,. _ X, ) = 0, 


于 是 
E(Y) = (n -1)o?2 + (п -1)o2 +0 = 2(n -1)o2. 
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37 ЖАИА У КИМИ 


37.1 解 题 方法 


符 佑 计 法 与 最 大 似 然 估计 法 是 点 估计 中 的 两 种 重要 方法 , 掌握 其 基本 思想 和 解 题 步骤 
征 解 题 的 关键 . 

I. ЖА 

窟 估计 法 的 基本 思想 就 是 用 样本 的 和 矩 估 计 总 体 相 应 的 矩 ， 用 样本 矩 的 函数 估计 总 体 相 
应 矩 的 函数 . 两 种 常见 情形 的 具体 解法 : 

(1) 当 总 体 中 只 有 一 个 未 知 参数 0 BF, 应 首先 求 出 总 体 的 数学 期 望 E(X), 然后 令 


E(X) = У, ху, 即 E(X) = X, 由 此 可 解 得 0 的 矩 估计 量 和 
;=1 
(2) 当 总 体 中 含有 两 个 未 知 参 数 9, ，9, 时, 应 先 求 出 总 体 的 E(X) 与 Е(Х?), < 
E(X) = X, 
] n 
Е(Х?) = — >, Xi 


i=1 


H. 最 大 似 然 估计 法 
(1) 似 然 函 数 : 若 总 体 怀 为 连续 型 随机 变量 , 概率 密度 函数 为 用 x; 0), 9e Ө, 则 似 然 
РЕ ЖС] 


由 此 可 解 得 Ө, Ө, ЛЕНЕ 0,, 0. 


L(0) = L(xi, Xs ° х5 0) = 15: 0). 
і =1 
若 总 体 X 为 离散 型 随机 变量 ,分 布 律 为 PtX = x} = р(х; 0), 0 є Ө, 则 似 然 函 数 为 


1(0) = L( x) 5 х, аз Xn; 0) =a [[ РОх;; 0). 
i=1 
(2) 最 大 似 然 估计 : 若 有 #(ху, хо, o, х„), 使 得 


L(x 》 Хэ, "19 X, ; 6) =max(L(xi , Хә, з, АХ; 0) }, 

则 称 6(xi ху, >, x ) 为 9 的 最 大 似 然 估 计 值 , 8(X , X,,，…, X, ) 为 8 的 最 大 似 然 估 计量 . 

(3) 具体 计算 步骤 : 

JW 写 出 似 然 函 数 亏 (0) ; 

@ 求 出 对 数 似 然 函 数 InL( 9); 

列 出 对 数 似 然 方程 Ca 5 2. =0; 

@ 解 对 数 似 然 方程 , 得 到 Ө 的 最 大 似 然 估计 值 6(z , xs，…, x ) ， 由 此 写 出 相应 的 最 
大 似 然 估 计量 (Ху, X,, +з, Х,). 

Ж (1) 一 般 地 , 最 大 似 然 估 计 可 通过 解 似 然 方程 得 到 ; 大 似 然 方 程 无 解 ， 可 根据 最 
大 似 然 估计 法 的 定义 找到 0. 
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(2) 以 上 方法 也 适用 于 含有 两 个 或 多 个 未 知 参数 的 情形 ,所 不 同 的 是 , 似 然 方程 中 要 
对 参数 求 偏 导数 , 得 到 的 是 似 然 方程 组 . 


37.2 ”典型 题解 析 
【 例 37-1】 设 总 体 X 的 分 布 律 为 


其 中 , [0 <ө<-)жжш®Ж, 利用 总 体 X 的 样本 值 3, 1, 3, 0, 3, 1, 2, 3. 求 0 的 矩 估 
计 值 和 最 大 似 然 估计 值 . | 
分 析 “本 题 考查 一 个 未 知 参数 的 矩 估 计 法 和 最 大 似 然 估 计 法 . 利用 E(X) =х (x 是 样 
本 值 的 均值 ) 即 可 得 ө 的 矩 估 计 值 . 写 出 9 的 似 然 函数 100) = Про: ө) (本题 的 总 体 
i=1 


是 离散 型 的 ) ,并 用 规定 方法 求 得 Ө 的 最 大 似 然 估计 值 . 
解 E(X) =0 x@ +1 x20(1 -0) +2 x@ +3 x (1 -20) =3 一 40， 


8 
е 1 1 
x = 2 x = x (3 +1 +3 +0 +3 +1 +2 +3) = 2. 


Ф E(X) =f 得 3 -40=2. f#48 Ө 的 矩 估 计 值 为 8= 


似 然 函数 为 
L(0) =(1-20) · 20(1-0) · (1-20) · 0? · (1-20) · 20(1-0) · 6 · (1-20) 
=40%(1 –0)2(1-20)*, 


1 
Г 


则 
InL(0) =ln4 +6110 +2In(1 — 0) +41n(1 -20). 
今 
dinL(6) 6 2 _ 8 _2(120 –140+3) _ 
dg ө 1-0 1-20 6(1-0)(1-20) > 


нв ө= 7—13 дө „7 +13 тт „7 +13 ра дуу ө < 1. 故 对 于 所 给 的 样本 值 ,6 


的 最 大 似 然 估计 值 为 6 = „с 


| 1 е 0 { 

[#372] ж x ШШЕ о) = | ` е дф, о> -1 ВЖ 
参数 , хх, х 是 来 自 总 体态 的 一 个 容量 为 上 的 简单 随机 样本 ， 分 别 用 和 矩 估 计 法 和 最 
大 似 然 估 计 法 求 9 的 估计 量 ， 

分 析 ， 本 题 考查 连续 型 总 体 中 参数 的 矩 估 计 法 和 最 大 似 然 估计 法 ， 只 要 按照 这 两 种 估 
计 方法 的 计算 步骤 进行 计算 即 可 


解 (1) Е(Х) = [одах = [ (ө +1)" = 6 tl у тух 
-% 0 
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_ 59 0+] _ 2Х -1 
令 E(X) = X, 2 = X, 解 得 9 的 矩 估 计量 为 8 = — 


(2) ТЖК РАСЫ 100) = (Ө +1)"(]Ix)° (0 «х < l;i = 1l,2, +, п), WI 
і =] 


InL(0) = nln(0 +1) >й м, 


£ =" + уи, = о, 解 得 9 的 最 大 似 然 估计 值 为 8 =-1 --"—, 最 大 们 
Sm 
然 估 计量 为 9 = -1 -一 
> lnX 
0, О <x<1, 
[9037-3] 设 总 体 X 的 概率 密度 为 Kx; Ө) = 11 -9， 1 < x < 2, 其 中 0 是 未 知 参数 
о, в. 


(0 < 0 < 1) , Хү, Х,, с, X 为 来 自 总 体 的 简单 随机 样本 , 记 N 为 样本 值 XI, X2, °° 
中 小 于 1 的 个 数 . 

(1) 求 6 的 矩 估 计量 ; 

(2) Ж 9 的 最 大 似 然 估计 量 . 

分 析 ”本 题 考查 一 个 未 知 参数 的 矩 估计 法 和 最 大 似 然 估计 法 . 只 要 按照 这 两 种 估计 方 
法 的 计算 步骤 进行 计算 即 可 . 


Xn 


解 а) EC = fx; ө) = | хёйх+] x(1-0)dr => -0, Z = -LYx, 


令 E(X) = X, B> - 0 = X, 解 得 0 的 矩 估计 量 为 6 = — - X. 
(2) 似 然 函数 为 


L(0) = [[/(x; 0) = 0° -(1-0)”*, 
j =] 


MI 
InL(0) =NIn0+(n -N)In(1 - 0). 
令 И М0, р o 的 最 大 似 然 估计 值 为 8= 六 ,最 大 似 然 估 计量 为 
6 = 一 
п 
2е*^5%#=®), ж>ъф, 
[81374] 设 某 种 元 件 的 使 用 寿命 X 的 概率 密度 为 zx; Ө) =] “=。 其 中 ， 


9 > 0 为 未 知 参数 ， 又 设 癌 ,如 ，…, 如 是 天 的 一 组 样本 观测 值 , 求 参数 9 的 最 大 似 然 估计 
值 . | 
分 析 “本 题 考查 参数 的 最 大 似 然 估计 法 ,直接 计算 即 可 . 注意 本 题 中 的 似 然 函 数 为 音 
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调 函 数 , 需要 利用 最 大 似 然 估计 值 的 定义 直接 求 得 . 
解 ” 似 然 函 数 为 


-2 У x, +2n0 
і=1 


100) = I] Ka; 0) = 2" е 
i =1 


(2, Ж, е, Xn > 0), 
则 
InL(0) = nln2 —2 ` х; +2n0. 
і=1 


На (0) =2n >0 知 (9) 单 调 增加 从 而 当 9 = minfxi , хо, е, x,} 时 ，L(9) 取 得 最 


大 值 . 因此 , 9 的 最 大 似 然 估计 值 为 6= тіп{ху, х," х„}. 


] 
【 例 37-5】 设 总 体 和 的 分 布 函数 为 F(x; В) = W ida 其 中 , 未 知 参数 6 > 1， 
0, х=1, 

Ху, X,, ++, X, 是 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 . Ж: (1) В 的 矩 估计 量 ; (2) В 的 最 大 似 然 
估计 量 . 

分 析 ”本题 的 已 知 条 件 中 , 给 出 的 是 总 体 X 的 分 布 函数 F(x; p) ， 而 非 概率 密度 函数 ， 
故 应 首先 求 出 X 的 概率 密度 函数 f(x; B) ,再 按照 上 述 步骤 进行 计算 . 

解 X 的 概率 密度 为 


3 а 
f(x; B) хе 


О, Ж. 


(1) 由 于 


E( X) =з | жж 8)ах = J > ° -peri = 
+ 28-Х, 解 得 参数 的 短信 计量 为 B= 去 < 
(2) 似 然 函 数 为 


š В" { 
L(B) = П: В) = (о, Wy 1 
ü 0, 其 他 
当 x > 1 (i =1,2,…, n) В}, МВ) > 0， 取 对 数 得 


‚ X; >1(i=1,2, ss п), 


InL(B) = nln8 ~- (8 +1) У Inx;. 
i =1 


两 边 对 B 求 导 ， вата) - 5 - Sta, гн ) =0, 解 得 8 的 最 大 似 然 估计 分 J 


和 =—— — 故 B 的 最 大 似 然 估 计量 为 记 = 一 
Y lnxi >, ах, 
' i=1 
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(0 x) „О<х<90, 
0, 其 他 ， 


【 例 376】 设 总 体 X 的 概率 密度 为 f(x) -| Ху, Х, ,…, X, EJ Bl 
总 体 X 的 简单 随机 样本 . 

(1) 求 9 的 矩 估 计量 6; 

(2) >* 6 的 方差 D(9); 

(3) 讨论 9 的 无 偏 性 和 相合 性 (一 致 性 ). 

分 析 ”本题 中 所 求 的 矩 估计 量 9 可 直接 按照 矩 估计 法 的 步 又 直接 求 得 , 而 9 的 方差 
D(6) 可 由 总 体 方差 D(X) 求 得 , 0 WA (一 致 性 ) 可 由 定义 直接 讨论 . 


й (1) Е(Х)= |” xf(x) dx = [| 学 ua dy = Е. 
ФЕ(Х) = X, 即 = X, 解 得 9 的 矩 估计 量 为 8 = 2X. 
(2) D(0) = D(2X) = 4р(Х) = 20053. 
又 因为 
E(X2) - [7 э? f(x)dx = [ ®-(9 -х)& = 30, 
所 以 
р(х) = (х?) -[Е(х)]? = 30-6. = 06 
从 而 реб) = É 
(3) 因为 
0 


E(6) = E(2X) = 2Е(Х) = 2Е(Х) =2 x = 0, 


k Ó = 2X 为 9 的 无 偏 估计 量 . ЯХ = У х, Е(Х), 6 =2Х —2E(X) = 
| [=] 
0. 0 = 2 为 9 的 一 致 估计 量 ， 
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38 单个 正 态 总 体 均 值 与 方差 的 置信 区 间 


38.1 #175) 
求 单个 正 态 总 体 的 均值 与 方差 的 置信 区 间 ， 只 需 按照 下 列 结论 直接 套用 即 可 . 


Х|, X,, --, 入 是 来 自 正 态 总 体 X~ М(д, о?) 的 简单 随机 样本 ,又 = — у, Хор 
i=1 


вий, 57 = —— X (X, 一 总 ?为 样本 方差， 刚 
(1) 已 知 时 ,1 的 置信 水 平 为 1 - a 的 置信 区 间 为 


X - а Х = а |° 
(2) 未知 时 , ш 的 置信 水 平 为 1 -a 的 置信 区 间 为 


= 所 a 池 
X кашый СУ о 一 ] “sa 1а _1 
| + \" ) (п )J 


(3) 的 置信 水 平 为 1 -a 的 置信 区 间 为 
(m — 1) (m= Í) .S2 
(We (n=1) J: 
с 的 置信 水 平 为 1 -a 的 置信 区 间 为 
Єй =1. É /R=1s 
Wr | у) | 
38.2 ”典型 题解 析 


【 例 38-1】 已 知 一 批零 件 的 长 度 X (单位 : cm) 服从 正 态 分 布 Www, 1), 从 中 随机 抽取 
16 个 零件 , 得 到 长 度 的 平均 值 为 40(cm), 则 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 是 


Е: 标准 正 态 分 布 的 函数 值 Ф(1. 96) =0.975, Ф(1. 645) =0. 95 | 
分 析 本题 是 在 方差 已 知 时 , 正 态 总 体 的 数学 期 望 的 区 间 估 计 , 可 按照 公式 计算 . 
由 于 在 方差 a” =1 时 , 正 态 总 体 的 数学 期 望 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 为 
x - -二 ze ,大 +=, 
We 
其 中 , х =40, og =1, n=16, а=1 –0.95 =0.05, zs =zoos =1.96, 所 以 , 所 求 的 置信 区 间 


| 
为 (40 -地 x1.96， 40 ++ x1.96), 即 (39. 51 40.49). 


解 ” 应 填 (39.51, 40.49). 
【 例 38-2] 设 某 种 清漆 的 9 个 样品 ,其 干燥 时 间 (单位 : h) 分 别 为 


зв 单个 正 态 总 体 均值 与 方差 的 置信 区 间 на 


60, 5.7, 3538, 65, 10, 63, 56, 61, 5.0, 
该 干燥 时 间 总 体 服从 正 态 分 布 WUw, о). 在 下 列 情形 下 , Жи ес 95 的 置信 
区 间 : 
(1) ЖНИВ о =0.6 (h) ; (2) # о 未知. 
分 析 本题 是 在 方差 已 知 和 未 知 两 种 情形 下 , 求 正 态 总 体 的 数学 期 望 的 区 间 估 计 , 可 


按照 公式 直接 计算 即 可 . 
Ж (1) ЕЯ1 -а =0. 95, а = =0. 05, + =0. 025, 查 表 得 zs =1.96, 而 og =0.6, п=9, x 


=6.0, 于 是 得 j 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 为 


Ë И x + =“) 
Vn 2 Vn Ж}. 
即 (6 +0. 392), 也 即 (5. 608, 6.392). 
(2) 已 知 1 -a=0.95, о =0. 05, > =0. 025. 491 (8) =2. 3060, 而 xX =6.0, 5? 
=0. 33, 5=0. 5745, п= 9. 于 是 得 人 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 


É -7 13:2 + (n 一 )), 
В (6 +0. 442), 68| (5. 558, 6. 442). 

【 例 38-3] 随机 地 取 某 种 炮弹 9 发 作 试 验 , 得 炮 口 速度 的 样本 标准 差 s=11(m/s). I 
炮 口 速度 服从 正 态 分 布 . 求 这 种 炮弹 的 炮 口 速 度 的 标准 差 o 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 
[Н]. 

分 析 ”本题 是 求 单个 正 态 总 体 标准 差 的 区 间 估 计 , 可 按照 公式 直接 计算 . 

解 已 知 1-aw=0.95,a =0. 05, > =0. 025, 1 — 0,975, п-1=8, 查 表 得 Xs (8) 
=17. 535, ra (8) =2. 180. 于 是 得 标准 差 o 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 为 

| vn-ls vn-ls | 


%\т-1) Аа (п 1) 


Б (7.4, 21.1). 
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39 ”全 计量 的 评选 标准 


39.1 解 题 方法 

评价 一 个 估计 量 的 好 坏 ， 只 需 按 照 通常 的 评选 标准 进行 衡量 , 关键 是 掌握 定义 . 

(1) 无 偏 性 : 若 估计 量 0(X,, Х,, +, X, ) 的 数学 期 望 B(b) 存 在 , 且 对 于 任意 gs Ө, 
# E(0) =0, 则 称 9 是 未 知 参数 0 的 无 偏 估 计量 . 

(2) 有 效 性 : 6 (XI, Х,, ---, X.) 5 0,(X,, X,, :-:, X,) 都 是 9 的 无 偏 估计 量 , 若 对 
于 任意 be Ө, Ж 0(0,) <D(60,) ， 则 称 0.1 有效 . 

(3) 一 致 性 (相合 性 ) : 设 6(X Х,, ，…, X.) 为 未 知 参数 Ө 的 估计 量 , 若 对 于 任意 ө є 
Ө, "í n— + BF, 0(Х,, Х,, +, X,) 依 概率 收敛 于 9, ДЕО Ө 的 一 致 估计 量 (或 相合 
估计 量 ). 
39.2 ”典型 题解 析 

【 例 39-1】 XI, Х,, ·--, 为 来 自 二 项 分 布 总 体 B(n, р) 的 简单 随机 样本 , X # S° 
分 别 为 样本 均值 和 样本 方差 . 若 X +k5 为 np” 的 无 偏 估计 量 , Д К = 

分 析 ”由 条 件 E(X + А5) =np“ 来 确定 上 值 . 

Баж Хх, ЖЕ, Н E(X) = пр, D(X) =np(1 -p), ПА Е(Х) =E(X) =пр, 
E(S2) =р(Х) =пр(1-р). # X + 5° 为 np” 的 无 偏 估 计量 , 则 应 有 

Е(Х +kS2) =E(X) +kE(S2) =np+knp(1-p) =пр+Кпр-Кпр° = пр?, 

ШЙ К = -1. 

解 应 填 -1. 


n-—1 
【 例 39-2】 #Х,, Х,, --, X E MK Ми, о?) 的 一 个 样本 , 为 使 CY (X, -Х,)?& 
і 三] 


o“ 的 无 偏 估计 , 则 C 取 值 
分 析 HE, E(X,) =u, D(X,) =o (i =1,2，…,m). 由 题 意 , 得 


[су x. =) | = =, 
即 
сў E(X,., — X,)2 = o°. 
又 由 Е(Х;„ —- X; ) =0 及 Х;, Xx, 相互 独立 ， 得 
E(X,., - X,)2 = Р(Х — X,) = D(Xin) + D(X,) = 20?, 


п-1 
C S гө? 2 кта чш 
故 2,20 а“, МҮ С ЛГ 


1 
解 ЛЯ 30n 21) 
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【 例 39-3】 设 Xl,X,, Х,, Xs 是 来 自 均 值 为 9 的 指数 分 布 总 体 的 样本 , 其 中 , 9 未 知 ， 
设 有 估计 量 


1 ] 
7 = (0 +2X, +3X3 +4Х,), 


(1) 指出 Ti, Т, Т, ЛА Ө 的 无 偏 估计 量 ; 

(2) 在 上 述 9 的 无 侦 佑 计 中 , 指出 哪 一 个 较为 有 效 . 

分 析 本题 只 和 需 按 照 无 偏 性 和 有 效 性 的 定义 进行 衡量 即 可 ， 即 分 别 计算 出 三 个 估计 量 
的 期 望 , 等 于 9 者 为 无 偏 估计 量 ; 再 计算 无 偏 估计 量 的 方差 , 方差 小 的 更 有 效 . 

解 (1) E(X;) =0, Р(Х) =@. 


1 1 1 1 
ЕТ.) =E| < (x, +X) += (X, +X4) | = (0+0) ++ (0 +0) = 0, 
Е( Т») =Е| (х, +2Х, +3Х, +4Х,) | =5(0+20+30 +40) =20， 


E(T,) =Е|-—(Х, 0. +. +X.) | =1(0+0+0+0) =0. 
故 Т,, T, E: Ө 的 无 偏 估 计量 . 


(2) р(т) =р[ (х, +) ++ (X, +X.) | 5600 +@) +--(6 +@) = 


р{ -p|+ (x, 3. + +X,)| = 元 
D( 73 ) <D(T ) ， 故 73 较 Т, УН ЖЭ Ж. 

[Ü] 39-4] 设 8,, 六 是 参数 0 的 两 个 相互 独立 的 无 偏 估 计量 , 已 知 D(b ) =3D(6,). 
试 确定 常数 К, , k, , 使 得 К, д, + k, 0, 3 0 的 无 偏 估 计量 ， 并 且 使 К, б, + k, 0, 的 方差 最 小 . 

分 析 “本 题 是 个 综合 题目 . 由 题 中 的 两 个 条 件 来 确定 其 中 的 两 个 常数 К, К. 

ж ”因为 


(0 +0 +@ +0) = +, 


Е(0,) =Е(0,) =0, E(k, 0, +k, 0,) = (k, +k,)0 = 0, 
所 以 天 +k, = 1. 
又 因为 
D( 0, +k, 0) = 0(0,) +5 р(0,) =(3ki +l;)D(6,),, 
所 以 , 要 此 方差 最 小 , АЖ 302 + 好 最 小 . 10 Е=30 +Ó, 因为 有 +k =1, Br k, =1-ki, 
3 


l s 
Jm F=3K + (1-0)? =4K -2ki +1. 令 R =8k -2=0, 得 = k, =. 即 当 k = 


= К, = 也 时 ， 严 值 最 小 , 即 DC6 0, + k, 0, ) 最 小 . 


ez" х8, 


【 例 39-5】 设 总 体 X 的 概率 密度 为 f(x) = | КО Rh, 9>0 是 未 知 参 
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数 . 从 总 体 和 中 抽取 简单 随机 样本 X, , X, ，… 
(1) 求 总 体 刁 的 分 布 范 数 F(x); 
(2) 求 统计 量 0 的 分 布 函 数 Р(х); 
(3) 如 果 用 6 作为 9 的 估计 量 , 讨论 它 是 否 具 有 无 偏 性 . 


分 析 ”利用 分 布 函数 的 定义 计算 F(x) 和 Fa(x), Hj E(0) =0 成立 与 否 检验 6 是 否 为 9 
的 无 仿 估 计量 . 


, у р i ó = тіп{Х,, Х,, “g X } 


п . 


з kuwa dr, x > 0, 
解 (1) F(x) =P{X<x}= | F. =s | 0 
0, x < 0 
_ П 20650 жд, 
0, x < 6, 
(2) Fs(x) =P(0<=x)=P(Imin|X,, X,, ~, X,| <x) 
=1 - P(min| X, , X, , ---, X. | >x) 
=] - PIX, >x)Pí(X, >x) PIX, >x) 
етене арай, 
i НД -| x < 0. 
-2п(х-@) 
(3) 由 于 的 概率 密度 为 x) = = *® 全， 所 以 


E(0) = [Ооу = [х .Ine 2n(x-0) dy = -[ = . де -2n(x-0) 
-am Ө ‚ 


+ 
= — ж 


+00 “| в dg| = 0 _ A e 2(x-0) 

Ө 0 2n в 
] 

= 0 t> < Ө, 


因此 , 9 不 是 9 的 无 偏 估计 量 . 
Ж 本题 涉及 独立 同 分 布 的 随机 变量 的 极 值 分 布 问题 , 应 记 住 相应 的 分 布 函数 : 
设 X ，X2 ，…，Xn 独 立 同 分 布 ， 分 布 函 数 均 为 F(x)， 则 
(1) max(X,, X,, ---, Xn} 的 分 布 图 数 为 L FCx) 1"; 
(2) min(X,, X,, +, X, НУР 71-11 — F(x) |". 
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2 假设 检验 
40.1 ” 解 题 方法 


本 部 分 重点 掌握 假设 检验 的 基本 思想 和 一 般 步骤 . 假设 检验 的 一 般 步 又 如 下 : 
(1) 确定 原 假 设 Ho 与 备 择 假 设 Hi ; 

(2) 选择 检验 统计 量 Т, 并 在 原 假 设 Ho 成 立 的 条 件 下 确定 该 统计 量 的 分 布 ; 

(3) 给 定 显 着 性 水 平 a 和 样本 容量 п, 确定 拒绝 域 ; 

(4) 将 样本 值 代入 统 计量 ,如 有 果 算 得 的 仁 落 入 拒绝 域 , 则 拒绝 Но, 否则 接受 Ho. 


40.2 ”典型 题解 析 


【 例 40-1】 设 某 次 考试 学 生 的 成 绩 服 从 正 态 分 布 , 从 中 随机 地 抽取 36 名 考生 的 成 绩 ， 
算得 平均 成 绩 为 66. 5 分 , 标准 差 为 15 分, 在 显著 性 水 平 0. 05 Т, 是否 可 以 认为 这 次 考试 
全 体 考生 的 平均 成 绩 为 70 分 ? 并 给 出 检验 过 程 


附 表 ЭЪ Р{ (п) <1,(п) }=р 


分 析 本题 考 查 正 态 总 体 的 方差 未 知 时 ,均值 在 显著 性 水 平 = 0.05 下 的 假设 检验 ， 
可 用 通常 方法 进行 


事实 上 , 本题 的 附 表 已 经 给 出 了 提示 信息 , 即 应 用 +- 检验 : 2-4 (п 1) 


Vn 
解 Ho: ш=70; H : Wz#70. 
检验 统计 量 /= 全 全 ~t(n -1) (НМЕ). 
х –70 
拒绝 域 为 и|=| 5 | >t.s(n-1)=tos(35) =2.0301. 
үп 
H п=36, x =66.5, s=15 算得 
x -70 66. 5 - 70 
It|=| 8 |=| 5 |=1.4<2.0301. 
Vn V36 | 


所 以 接受 假设 H: и. =70. 即 在 显著 性 水 平 0.05 F, 可 以 认为 这 次 考试 全 体 考 生 的 平均 成 
绩 为 70 分. 
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Ж ”关于 假设 检验 的 问题 , 要 了 解 什 么 情况 下 对 哪个 参数 检验 、 所 用 的 何 种 统计 量 及 
其 分 布 、 拒 绝 域 是 什么 . 一 般 地 ,根据 所 给 的 样本 值 , 算出 统计 量 的 值 , 考查 它 是 否 落 在 拒 
绝 域内 即 可 . 这 里 值得 注意 的 是 , 拒绝 域 中 临界 值 的 选取 , 要 根据 题 中 所 给 的 分 布 表 的 具 
体 情 况 来 确定 临界 值 . 要 注意 分 位 数 的 选取 是 双 侧 还 是 单 侧 . 
【 例 40-2】 某 工 厂 生 产 的 螺钉 长 度 X~ N(u, сг), 现 从 一 批 螺钉 中 随机 地 抽取 6 (Е, 
测 得 长 度 的 平均 值 大 =5.46, 标准 差 s =0.0802. 问 是 否 可 以 认为 该 批 螺钉 的 平均 长 度 为 
5.50, 方差 小 于 0. 0927 (e =0.10). 
参考 数据 : 1 (5) =2. 0150, 10 (6) =1.9432, х (5) =1.61, xm(6) =2. 204. 
分 析 ”本题 考查 正 态 总 体 的 方差 未 知 时 , 均值 在 显著 性 水 平 a =0. 10 下 的 假设 检验 ， 
可 用 1- 检 验 , 而 方差 的 检验 则 需 用 xX -检验 . 
解 (1) Н: u =u =5.50; 万 :内 天 10. 
о, 选取 统计 量 
X -Ho 
ç 
Vn 


t= ~t(n—-1). 


Ho 的 拒绝 域 为 

X - ш 
д 
Vn 

5.46 – 5. 50 
0. 0802 


/6 
因为 1.2217 <2. 0802, Bl | z | <1.(п-1), 不 在 拒绝 域内 ,所 以 接受 Но, п] РДА 3х1 
螺钉 的 平均 长 度 为 5. 50. 


(2) Н; o2?2>2o5=0.092; RH; о? <от. 


t| = >ta(n-1), 


t| = =1. 2217. 


и КА, 选取 统计 量 
ж М 15. Т – 1). 
| Со 
Ho 的 拒绝 域 为 
x <xi-a.(n-1). 
2 _Э х0. 08. 3,97. 
0. 09 


XX - (n-1) = (5) =1. 610. 
因为 3.97 >1.610, B|” >дт „(п -1). 不 在 拒绝 域内 , 所 以 接受 Но, 可 以 认为 这 批 
螺钉 长 度 的 方差 不 小 于 0. 092. 


